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Introduction

Ce polycopié s’agit d'un ensemble de cours d’analyse fonctionnelle qui ont été présentés
ces dernieres années aux étudiants de premiere année master 1 filiére analyse mathématique
et applications de la faculté des sciences de I'université de Médéa.

L’objectif de ce cours est de faire une transition entre les connaissances en topologie (en-
seigné en licence 2) qui est un des piliers dans la formation en analyse fonctionnelle, ainsi
que la mesure et intégrations vus en licence 3.

Nous rappelons que le contenu de ce polycopié est exactement le méme proposé dans 'offre
de formation officiel applicable actuellement dans tous les départements de Mathématiques
des Universités Algériennes.

Venons-en a une description plus précise de ce que 'on trouvera dans ce polycopié.

Ce polycopié débute par le premier chapitre qui rassemblent une bonne partie des résultats
de base de Topologie tels que espaces métriques, espaces vectoriels normés et de Banach et
les opérateurs linéaires bornés et non bornés sur ces espaces qu’évidemment les étudiants de
Master 1 sont supposés connaitre et qu’ils peuvent étre amenés a utiliser dans différentes de
ce cours.

Dans le deuxieme chapitre, on se tourne vers le théoreme de Hahn-Banach forme analy-
tique et ses conséquences et la premiere et deuxiéme forme géométrique de ce théoréme.

Quant au troisiéme chapitre, il est consacré aux théoremes de Baire et Banach Steinhaus
qui sont des grands outils pour faire des démonstrations des divers théorémes de I'analyse
fonctionnelle.

Le quatrieme chapitre est consacré aux théoreme de I'application ouverte et théoreme du
graphe fermé.

Le chapitre cinqg de ce polycopié traite une porte tres importante dans le domaine de 'ana-
lyse et dans la recherche scientifique, il s’agit de la topologie faible et la topologie faible-* sur
les espace de Banach et de Hilbert, ot on va citer plusieurs théorémes importants comme le
théoréme de Banach-Aloaglu-Bourbaki et de Kakutani et applications aux espaces fonction-
nels.

Le sixieme chapitre comprend les espaces LP et de Hilbert : Projection sur un convexe
fermé non vide, théoréme de Riesz, théoreme d’Ascoli, théoréme de Stampachia et de Lax-
Milgram.

Le dernier chapitre comprend un concept trés important aussi dans le domaine de I'analyse,
il s’agit des opérateurs compacts : alternative de Fredholm, spectre d’'un opérateur compact,
diagonalisation d’un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert.

A la fin de chaque chapitre, nous avons présenté une série d’exercices divers et riches afin
d’obtenir une meilleure compréhension du cours, dont une partie de ces exercices ont été
abordés dans les séances de travaux dirigés.
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CHAPITRE 1

GENERALITES ET RAPPELS

1.1 Ensembles convexes

Définition 1.1.

Soit F un K-espace vectoriel et C' un sous-ensemble de F.
1) Soient z,y € E. On appelle segment de E d’extrémités z et y 'ensemble

[w,y] = {at+ (1 —t)y, 0<t <1},

2) On dit que C est convexe si pour tout z,y € C' le segment [z, y] de E est contenu dans
C'. Autrement dit

(C est convexe) & (Vt €[0,1],Vz,ye C:tz+ (1 —t)y € C’).

Exemple 1.1.

~

Soit E un espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. AlorsVa € E : a+ F
est un sous-ensemble convexe de E.

Les sous-ensembles convexes de Uespace vectoriel R sont les intervalles.
L’intersection d’'un nombre quelconque d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

Toute somme de parties convexes de E est un convexe de F.

SAREPNCI

Le cone positif de R™ est convexe et, plus généralement, un ensemble défini par un
systeme d’inéquations toutes dans le méme sens est un convexe.

Définition 1.2.
Soit F un K-espace vectoriel et soit f : £ — R une application.

1. L’application f est dite convexe sur F si pour deux éléments quelconques z,y € E
et pour tout ¢t € [0,1] on a:

(=t +1y) < A -0 (@) + /(). §8)
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Espaces vectoriels normés 6

2. L’application f est dite concave sur E si pour deux éléments quelconques z,y € E
et pour tout ¢t € [0,1] on a:

F(( =tz +ty) = (1 - )f(2) + (). (1.2)

3. Sil'inégalité (1.1) est stricte, on dit alors que f est strictement convexe.

4. Sil'inégalité (1.2) est stricte, on dit alors que f est strictement concave.

Remarque 1.1.

f est convexe sur F <= — f est concave sur F.

Exemple 1.2.

1. Les fonctions f, g telles que f(x) =| x | et g(z) = x? sont convexes sur R.

2. Les fonctions affines sont a la fois convexes et concaves sur R.

1.2 Espaces vectoriels nhormés

Les espaces vectoriels normés sont extrémement utilisés dans de nombreuses branches des
mathématiques. Nous étudions dans ce chapitre leurs propriétés élémentaires.

Nous montrons d’abord que sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes
son équivalentes. Nous étudions aussi les applications linéaires continues entre ces espaces
vectoriels et nous définirons une norme sur ces espaces. En particulier nous introduisons
I'importante notion de dual d’'un espace vectoriel normé.

Toute application linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie dans un espace vectoriel
normé est continue. Il n’en est plus de méme lorsque I'espace sur lequel I'application est
définie n’est pas de dimension finie, et I'existence méme de formes linéaires continues n’est
pas évidente.

Le théoreme de Hahn-Banach que 'on verra dans le deuxiéme chapitre de ce polycopié qui
permet d’affirmer cette existence sera établi.

Définition 1.3.
Une norme sur un K-espace vectoriel est une application

IIl: E—K*t
2 — ||zl

possédant les propriétés suivantes :

DVzeFE:|z|=0&z=0.

2)Ve e EYAeK: | Az|| = A =]

IVz,y € E: ||z +y| <|lz] + |ly|| (Inégalité triangulaire).

L’espace £ muni de la norme ||.|| est dit espace normé ou espace vectoriel normé (ou
K-espace vectoriel normé si on veut préciser le corps K).

On note souvent un tel espace (E, ||.|)-
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Espaces vectoriels normés 7

Remarque 1.2.

Remarquons que dans le cas R"”, la propriété 3) revient a dire que la longueur d'un
coté du triangle est toujours inférieure a la somme des deux autres cotés.
Il en découle que la longueur d'un coté dans un triangle est supérieure a la différence
des deux autres cotés.
En termes de normes, cette inégalité s’écrit

Il =yl > [lloll = Ny

Remarque 1.3.

L’espace métrique est une généralisation de ’espace normé.

Exemple 1.3.

1. La valeur absolue | . | est une norme sur R.
- Le module | . | est une norme sur C.

2. Sur le K-espace vectoriel K™, on peut définir les trois normes suivantes :
Vo = (z1,22,..x,) € K", ona:

n n 1
ol =37 T | lally = (D2 1 17) 7 oloo = mmase [ |
i=1 =1 -

Pour la norme ||.||, si p = 2 on reconnait la norme euclidienne sur K".

3. Soit (E,||.||) un espace normée et F' un sous-espace vectoriel de E. la restriction de
la norme ||.|| sur F est une norme appelée norme induite.

4. Soit Q2 un ouvert de R™ et K un compact, K CC .
Si f € C(2) = {les fonctions continues sur )}, Pk définie par :

P (f) = sup | f(z)]

rzeK

n’est pas une norme car le premier sens de la premiére propriété de la norme n’est
pas satisfait.

n 1
5. Soit x = (1, ...w,,) € K", pour p > 1,z + ||z, = (Z ‘l_i‘p> P ost une norme tel
i=1
que lim |lzflp = [|lz]lec = max |z

6. Soit Q un ouvertde R" et f € LP(2) avec 1 <p <o0.Ona:

1

£l = (/Q ()P daz); 51 1< p < 00, | flloc = supess|(2)] sont des normes.

7. Soit Uespace des suites complexes p— sommables

P(C) ={x = (2n),2n € C; Y _ |zn|’ < 00},1 < p < o0,

n>1

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Espaces vectoriels normés 8

Alors pour z € IP(C),

Jolly = (X leal?)”

n>1
est une norme.
Si,
x €1°(C) = {x = (zy), x,, € C; (x,) est bornée},

alors,

[#]|oc = sup {|znl},
neN*

est une norme.

Théoréme 1.1
Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Démonstration.
(Voir [5] page 133). ]
Définition 1.4.

Si (E,| . ||) est un espace vectoriel normé, on appelle :

1. La boule fermée de centre z et de rayon r, 'ensemble
E(xo,r) ={zeFE:|x—uz <1}

2. La boule ouverte de centre z( et de rayon r, 'ensemble
B(zo,r) ={z € E : ||z — x| < r}.

3. La sphere de centre x( et de rayon r, 'ensemble

S(zg,r)={x € E: ||z —x0|]| =7}

Remarque 1.4.

Il est évident que :

B(zg,r) = B(zg,7) U S(20,7).

Définition 1.5. (limite d’une suite)

Soit £ un espace vectoriel normé et (x,) une suite d’éléments de E.
On dit que I'élément z( € E est la limite de (x,,) si,

||xr, — ol — 0 pour, n — +oo.
Autrement dit

| zn — 20 |— 0= Ve >0,INeN,Yn >N : |z, — 20 |<e
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Espaces vectoriels normés 9

Dans ce cas, on note xy = lirf ZTn OU x, — o pour n — +oo et lon dit que (x,)
n—-+0oo

converge ou tend vers z( ou (x, ) est convergente dans E.

Exemple 1.4.

1. On considére E = R? muni de la norme || . ||oo. Soit (x,,) C R? telle que :
1 7
Iy = (1 + 574— E),QU() = (1,4).
Ona:
1 7 1 7 1
I 20 =20 loo=ll (5, —5) lle= max{] — |,| == [} = - —0.

Donc,
z, — x9 = (1,4) dans R?.

2. On considére E = C([0,1],R) et la suite (f,) telle que :
fn(z) = 2"

La suite (f,,) converge vers la fonction nulle f = 0 pour les normes || . |1 et || . ||2
mais ( f,,) ne converge pas vers la fonction nulle pour la norme || . ||cc-
En effet,

1
1
| fn—0H1:/ 2" dz = —— — 0 quand n — +co.
0 n+1

Donc, (f,) converge vers 0 au sens de la norme || . ||;.
De mémeona:

1 1 1
= 1 =
| fr =0 2= (/0 22" dx>2 = <2n—|—1)2 — 0 lorsque n — +o00.

Donc la suite ( f,,) converge vers 0 au sens de la norme || . ||2.
D’autre parton a :

| fn — 0 |Joo= max {a:"x e [0, 1]} —150.
Donc la suite (f,,) ne converge pas vers 0 au sens de la norme || . ||co-

Proposition 1.1

Soient (z,,) et (y,) deux suites d'un espace vectoriel normé (FE, || . ||) convergeant
respectivement vers zg et yo.
Soit (\,) une suite de K convergeant vers \.
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Tout voisinage de z( contient tous les termes de (x,,) sauf peut étre un nombre fini
d’entre eux.

2. La limite x( est unique.

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said
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3. Toute sous-suite de (z,,) converge vers .
4. \pxp — Aoxo pour n — +oo dans E.
5. Tn + Yn — xo + Yo pour n — +o0.

6. ||zn] = ||zol| pour n — +o0.

Proposition 1.2

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel de E. Alors les pro-
priétés suivantes sont équivalentes,

1. M est fermé.

2. Pour toute suite (z,,),eny de M convergente vers x lorsque n — +oo,onax € M.
Définition 1.6.
1. Une suite (x,,) d’'un espace métrique (F, d) est dite suite de Cauchy si :

Ve>0,3N eN;Vn,m> N = d(xn, ) < &.

2. Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy est convergente.

3. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach .

Exemple 1.5.

Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Définition 1.7. ( critére de convergence de Cauchy) :

Dans un espace de Banach, une suite est convergente si et seulement si elle est de
Cauchy:.

Exemple 1.6.

1. Lespace E = C([a,b]) = lespace des fonctions numeériques continues sur [a, b] est

de Banach pour la norme de convergence uniforme || f|lcc = sup | f(x) |
a<x<

la convergence de (f,) vers f dans E signifie que

lfn— flloo = sup |fu(x) — f(z)] — 0 lorsque n — +oo.

a<z<b
C’est a dire que la suite de fonctions continues ( f,,) telle que f,, : [a,b] — R converge
uniformément sur [a, b] vers la fonction f : [a,b] — R.
2. Tout espace vectoriel normé de dimension fini est un espace de Banach.

3. Tout espace de Hilbert est aussi un espace de Banach.
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Opérateurs linéaires continus 11

4. Si M un ensemble non vide et E un espace de Banach, alors les fonctions bornées
f: M — E, munies de la norme

[flloc = sup || f(z)| 5,
xeM
forment un espace de Banach.

1.3 Opérateurs linéaires continus

Dans cette section F et F' désignent deux espaces vectoriels normés sur K, dont les normes
sont respectivement || . ||g et || . || .

Définition 1.8.
Un opérateur linéaire T' de E dans F' est une application linéaire,
T:D(T)C E— F,

définie sur un sous-espace vectoriel D(T"), appelé le domaine de T, et a valeurs dans F'.

Remarque 1.5.

1. Si T est linéaire, alors 7'(0) = 0.
2. D(T)C{z e E:Tx € F}.

Définition 1.9.
Soit T': E — F un opérateur linéaire. On définit I'image de T par
Im(T)={Tz:z € E},
et le noyau de T par
Ker(T) ={x € E: Tz = 0}.
Définition 1.10.

Soit T': E — F un opérateur linéaire.
T est continu si et seulement s’il existe une constante positive C' > 0 telle que

|Tz||F < C||z||g, pourtout =z € E.

Exemple 1.7.

Si dim(FE) < oo, alors tout opérateur linéaire est continu.
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Proposition 1.3

Soit T': E — F une application linéaire continue.
Alorson a:
Vo € B, | Tx|[p < |[Tx]].

Théoréme 1.2

Les assertions suivantes sont équivalentes,

1. T est continu sur E.
2. T est continu en 0.

3. Il existe une constante C' > 0 telle que ||Tz||r < C||z||g,Vz € E

Définition 1.11. (Norme d’un opérateur linéaire continu)

Soit T': E — F un opérateur linéaire continu.
On note L(E, F') I'espace vectoriel des applications linéaires continues de £ dans F.
Lorsque E = F on note simplement L(E, E) = L(E).
La norme de 7" dans I'espace L(E, F') est le nombre fini défini par

Tx F
1Tl = ITlomm = sup [Tallr= sup ||Tzllr = sup 2] (1.3)

2| p<1 |z p=1 e20 l|zllE

Remarque 1.6.

IT| = int {c >0: |Tz|r < C|lz||z,Vz € E}

Remarque 1.7.

Le nombre défini dans (1.3) vérifie les trois propriétés de la norme. En effet :

1. Montrons que ||T'|| =0 <= T = 0.
- Supposons que ||7’|| = 0 et montrons que 7" = 0.
D’apres la proposition (1.3), onaVzx € E : 0 < |[Tz|r < ||T]| | g, alors on
conclut que ||Tz||r = 0, ce qui implique Tz = 0. Comme z est quelconque dans F
on en déduit que 7' = 0.
- Réciproquement, supposons que 7" = 0 et montrons que ||7’|| = 0.

SiT =0,alorsVx € E: Tx =0.Donc |T|| = sup |Tz|r=0.

]l z<1
2. Soit T € L(E, F), A € K. Montrons que |[\T'|| =| A | ||T'||- On a
AT = sup [[(AD)zlr = sup [AT(z)llr = sup | X[ [[Tz]r =] A |
el z<1 el z<1 ]l p<1
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sup ||Tz||F
lzll <1
=[ A [|T]].

3. Soit A,T € L(E, F'). Montrons que |4 + T|| < || 4| + |7
Soitx € E. On a
I(T + A)allr = [T + Azlr < |ITallr + |4zl < IT0lz] + ANzl = (I7] +
AN
On en déduit que |7+ Al < ||T]| + || A]l.
En vertu de i) , ii) et iii) on conclut que I'application 7" — ||T’|| est une norme sur
L(E,F).

Exemple 1.8.
E =C([0,1]), F =K. Soit T : E — K une application définie par
1
() = | )

T est linéaire continue et on a ||T'|| = ||T||(g,r) = 1.

Exemple 1.9.
On considére Uespace E = C([0, 1], R) muni de la norme de convergence uniforme

[flloo = sup [f(z)].
0<z<1
Soit Uopérateur de Volterra
Tf(x) :/ f(t)dt, Vo € [0, 1].
0

Il est clair que Uopérateur T est linéaire. De plus on a pour tout f € E : | Tf||cc <
| flloo- Donc T € L(E) etona:

T gy < 1. (1.4)
Dautre part ||T|| () = 1, en effet :
Onprend fo=1¢€ Eet || fo|llp = 1.
Alors
1Tl = sup NTF =T foll = sup |Tfo(z)] = 1. (1.5)
fEE|IfII<1 0<z<1

De (1.4) et (1.5), on conclut que ||T||L(E) =1

Proposition 1.4

Si (F,||.||r) est un espace de Banach, alors (L(E, F),||.||) est un espace de Banach.
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Démonstration.

Pour simplifier I'écriture, on pose ||.|| = ||.||z(g,7)-
Supposons que F' est un espace de Banach et montrons que L(FE, F') est un espace de Banach.
On montre que toute suite de Cauchy dans L(FE, F') est convergente dans L(E, F') c’est 4 dire
par rapport a la norme de I'espace de L(E, F)).
Soit (T;,) une suite de Cauchy dans L(E, F), alors,

Ve >0,3N e N,Vp,qeN: (p>N,q> N) = |T,, - T,|| < e.

Soitx € E.
Comme,
|Tpr — Tyx|| < || Tp — Tyll[l=]l,
alorsona:
Ve >0,INeN:Vp,geN:p>qg>N) = ||Tpx — Tyz| < ¢l|z].

Cela signifie que la suite (7,,x),cn est de Cauchy dans F.

Comme F est de Banach, alors la suite (7},2),cn est convergente dans F et liril Tz =Tx
n——+0oo

existe dans F.
Montrons maintenant que 7' € L(E, F).
On considére 'opétateur :
T:EF—F:x+— Tz

T est linéaire car T}, est linéaire.

T est continu, en effet :

Comme la suite (7},) est de Cauchy, alors elle est bornée , c’est 4 dire qu’ il existe C' > 0 telle
que || T, || < C et par conséquent,

|Tx|| < Cllz|| pour tout, =z € E. (1.6)
En faisant n — 4-oo dans (1.6), on obtient,
|Tz|| < C||z|| pour tout, z € E.

Ce qui signifie que T est continu.

DoncT € L(E, F).

Maintenant, on montre que |7, — T (g, ) — 0 lorsque n — +oo.
Ona:

Ve >0,AN e N\Vx € E,Vnyom € N: (n >m > N) = || T, (z) — Trn(2)| < ellz].

En faisant tendre m vers +oco, on obtient,

Ve >0,IN e N\Vz € E,Vn e Nyn > N = || T, (z) — Tin(x)|| < ez

Par conséquent, on a :

Ve >0,IN e NNVn e Nyn > N = sup [|[Ty(z) — Tin(2)| < e.
[zl <1

C’est & dire que :
Ve >0,3N e NVne Non > N = ||T,, — Tl p(e,r) < &

Ceci signifie que |7}, — T}, || — 0 lorsque n — +oo.
Alors la suite (7,,) converge vers T dans L(FE, F'). par conséquent 'espace L(E, F) est de
Banach.

O
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Définition 1.12. (Dual topologique)

On appelle dual topologique de FE, et 'on note E’, 'ensemble des formes linéaires
continues sur F, c’est-a-dire 'ensemble des applications linéaires de £ dans R ou C
bornées sur la boule unité fermée Br = {z € E, ||z|| < 1}. Pour T' € E’, on utilisera la
notation (7', x) pour désigner T'(z).

L’espace E’ est un espace vectoriel normé pour la norme,

Tx
1Tl = T = sup 1-2L — sup [Ta| = sup |Tal. @)
w0 [2llE i<t Jall=1

On parlera couramment du dual de E pour désigner E’, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité,
étant entendu qu’il s’agit du dual topologique.

Remarque 1.8.
FE’' = L(E,K). Comme K est un espace de Banach, alors en vertu de la proposition (1.4),
E’ est un espace de Banach muni de sa norme duale définie dans (1.7).

Théoreme 1.3
Un opérateur linéaire 7' de domaine D(T') est borné si et seulement s’il est continu.
Démonstration.
1. Supposons que 7" est continu en 0, alors il existe 6 > 0 tel que ||7T'z|| < 1, pour z € D(T)

avec ||z|| < 4. Ainsi
1T <

SR

D’ou T est borné.

2. Supposons que 7T est borné.
Alors,
[Tz =Tyl < T [l = yll

Par conséquent 7" est continu.

Définition 1.13.

Soient (E, || . |g), (F,] . ||r) deux espaces de Banach.

1. On appelle opérateur linéaire non borné de F dans F toute application linéaire
T : D(T) C E — F définie sur un sous-espace vectoriel D(T") C E, a valeurs
dans F.
D(T) est le domaine de T'. (L’opérateur T' n’est pas défini sur E tout entier).

2. On dit que 'opérateur 7" est borné si || Tz || reste borné sur I'ensemble
{z € D(T) :|| z ||[p< 1}, Cest & dire il existe une constante C' > 0 telle que

| Tz |r< Cll2 |5, Vo € E.
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Dans le cas contraire on dit que 7" est non borné.

Définition 1.14. (Caractérisation d’un opérateur linéaire non borné)
Soit T': D(T') C E — F un opérateur linéaire.

On dit que 7" est non borné s’il existe une suite (z,)nen C D(7') et une constante C' > 0
telle que || z,, ||[g< C et || Tz, ||[p— 400 lorsque n — +oc.

Exemple 1.10.
On considere Uespace vectoriel,
E = C([O, 1]) = {f :[0,1] = R continue},

et on le munit de la norme de la convergence uniforme,

I ll= sup [f(z)].
z€[0,1]
On définit sur Uespace de Banach (E, || . || ) un opérateur linéaire A par :

D(A) = {f € C2([0.1)); £(0) = £/(0) = 0 et A(f) = "+ f.

En considérant la suite de fonctions,

[cos(2nmz) — 1],

N =

fulz) =

Uopérateur A n’est pas borné.

Définition 1.15.

On dit qu’un espace vectoriel E est de dimension infinie si pour tout entier naturel n
il existe une famille libre de n éléments dans F.

Exemple 1.11.

Soient a,b € R.

1. Les espace C([a, b)) et C*([a, b]) sont de dimension infinie.
2. Les espaces LP([a, b]) sont de dimension infinie.

Théoréme 1.4

(Théoréme du prolongement d’un opérateur linéaire continu)

Soient E un espace vectoriel normé, F' un espace de Banach et D(A) un sous-espace
vectoriel normé de F.

Soit A : D(A) — F un opérateur linéaire.

Supposons que

1. D(A) est dense dans F c’est-a-dire que (D(A) = E).

2. A est continu sur D(A).
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Alors il existe un opérateur unique A linéaire continu de F dans F tel que A peA) =A

ot A o) est la restriction de A sur D(A). (j est le prolongement de A.)

Démonstration.

L’unicité de A. L N
Supposons qu'ils existent A;, As linéaires continus de F dans F’ tels que A; ‘D(A) = AQ)D(A).
Montrons que A = Ay Cest-a-dire que Ajx = Aqz, pour tout x € F.
Montrons par I'absurde. Supposons que Jx( € E tel que

leo 7é ZQ%O. (18)

D’apres I'hypothese, on a D(A) = E. Alors il existe une suite (z,)neny C D(A) telle que
Tn — 2o quand n — +o0.
Ona: N N N

Az, — Ajxo quand n — +oo (puisque A; est continu)

Zga:n — fTQxO quand n — +oo(puisqueﬁ2 est continu)).

D’ou, N N
Ajxg = Ao,

(grace a l'unicité de la limite, car 'espace F' est séparé).
Contradiction avec (1.8). N
Maintenant on veut définir Azx.
On a (D(A) = E) , alors il existe une suite (z,)neny C D(A) telle que z,, — x¢ quand
n — +00._
S’il existe A, alorson a :

Az = Z(ngrj}w Tn) = nllg-loo Az, = nkr—i{loo Ax, (puisque A

A).

D(A)

Donc on établit I'existence de lim Ax,,.
n—-+o0o

Ona 1i1}rl Ty = ¢ = (xn)nen est de Cauchy, c’est-a-dire que
n—-+0o0

Ve > 0,3N;,Vp > N.,Vg > N. = ||z, — 24| < e.

D’autre part on a :
|Azp — Az, < ||AHL(D(A),F)”331D — 24| -

Donc (Azy)nen est de Cauchy dans F'.

Comme F est de Banach, alors lim Az, existe.
n—-4oo

On pose, B
lim Ax, = Az € F.

n——4o00

Maintenant on montre que lirf Ax, ne dépend que de x (ne dépend pas de x,,).
n—-+0oo

Soit (2],)nen C D(A) telle que :

lim 2. =zet lim Axz,=vyet lim Az =4
n—-+o0o n n—-+4o00o " y n—-+o0o n Y
et on montre que y = y/’.
Ona:

ly = ¥'ll < lly — Azl + | Az — Azl || + | Az, — /|| < [All [J2n — 27,
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car,

luf ly—Azy| = hm | Azl —/|| = O et || Az, — Az || < || Al ||zn—2),]| (puisque A est linéaire continu).
n—

Plus de ¢a,on a :

lim ||z, —2.]|=0 uisque lim =z, = lim w =x).
n—>+oo|| n n” ’ (p q n—-+o00 n n—>+oo )
D’ou,
/

y=yv.
Maintenant, montrons que A € L(E, F).
Ona: B

lim Az, = Az.
n——+oo

A est lindaire (évident d’apreés la linéarité de la limite).
Montrons maintenant que A est continu, c’est-a-dire on montre que :

3C > 0: ||Az||p < C||z| g, pour tout z € E.

Soit x € E. Alors il existe une suite (z,,) C D(A) telle que liI_il_l Ty = .

n——+0o0o
Ona:
|Azr = || lim Awa|l = tm_[[Azale < Tim (14 oo l2als = 14l Loa,e  lim o) =
IAllLpay,mllzll, (C IIAHL A),F))
D’ou

Az < | AllLocay.mllzl- (1.9)

Par conséquent % est continu.
Montrons que ||Al|z,r) = [|AllL(D(a),F)-
En vertu de (1.9),on a:
AN Le,r) < 1Al LD Py (1.10)

D’autre part, puisque A est un prolongement de Aon a:
Al L(pay.ry < I1AllLee.F (1.11)

On conclut d’apres (1.10) et (1.11) I'égalité :

AN .1y = 1Al LAy, F)-

Proposition 1.5

Soient F, F' deux espaces de Banach et soit un opérateur 7' : £ — F.
Si,

1. T est continu sur FE.

2. T(z) =0, Vz € M, avec M = E.

Alors T' = 0 sur F tout entier.
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Définition 1.16.

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés et 7' € L(FE,F). On dit que T est
inversible s’il existe un opérateur S € L(F, E) tel que T'S = Idr (inversible a droite) et
ST = Idg (inversible a gauche). Un tel opérateur (sil existe) est unique. On I'appelle
opérateur inverse de T et on le note S = A1,

On désigne par GL(F, F') 'ensemble opérateurs inversibles de E dans F'.

Remarque 1.9.

Si T un opérateur inversible a droite et injectif (resp. inversible a gauche et surjectif )
alors il est inversible et tout inverse a droite (ou & gauche) est égal a I'inverse 7.

Exemple 1.12.

On consideére Uespace

+oo
B =B(NR) = {2 = @a)nen : 3 |oaf?2 < +00},
n=0
muni de la norme usuelle

+o0 1

2

ol = (3 lwal?)*.
n=0

On considére Uopérateur T : 1> — 12 défini par :

Tz = (0,20, 21, T2, ....... Ty eeeeen ), pour x = (Lo, T1,T2,. ... Ty eeeeen )y e l?
On a ||Tx|| = ||z|| pour tout x € I?. Alors T est une isométrie donc continu, c’est a dire
que T € L(E).

L’opérateur T admet un inverse S a gauche (car T est injectif) défini par :
St = (21,22, een. Ty Tyl evees)s
car ST = Idg. Mais T n’a pas d’inverse a droite (car T n’est pas surjectif).

Proposition 1.6

Soient E un espace de Banach et F' un espaces vectoriel normé et ' € L(E, F') bijectif.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes,
a)T'e L(FE).
b) Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout x € E : ||Tz|| > C|z||.
c) F est un espace de Banach.

Démonstration.

1. Montrons que a) = b).
Comme 7T~ ! est continu, alors on a :

Vo € B, | T~ Tal| < |T7H|| Tzl

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Opérateurs linéaires continus 20

Il s’en suit que :
Vo€ E:|Tz| > Clal, €= |77

2. Montrons que b) = ¢).
On montre que F' est de Banach. Soit (y,,) une suite de Cauchy dans F' et on montre
que (y,) est convergente et sa limite est dans F.
On a (y,) C F, alors il existe une suite (x,) dans E telle que y,, = T'zy,.
D’apres la propriété b), on a :

Vn,me N, — Hxn - xm” < CHT(xn - xm) < CHyn - Z/m”

Comme la suite (y,) est de Cauchy, alors la suite (z,,) est de Cauchy dans 'espace de
Banach E. Donc (z,,) est convergente vers x € E.

Puisque T' € L(E, F), alors y,, = Tx,, - Tz € F quand n — +oc. D’ou F' est un espace
de Banach.

3. Montrons que ¢) = a). Cette implication découle du corollaire 4.2 (chapitre 4) [théo-
reme d’isomorphisme de Banach].

O]

Corollaire 1.1.

Soient E, F' deux espaces de Banach et T' € L(E, F). Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes,
a)3C >0:Vz € Eona ||Tz| > C|z|.
b) T est injectif et Im(T') est fermée dans F.

Démonstration.

1) Montrons que a) = b).
De l'inégalité || Tz|| > C||z||, on conclut que T est injectif. Donc T est bijectif de E dans
Im(T). Alors en vertu de la proposition 1.6, on conclut que I'm(7T) est un espace de Banach
et donc fermée dans F'.
2) Montrons que b) = a).
On suppose que T est injectif et Im(T') est fermée dans F' et on montre que :

3C > 0, telle que pour tout x € E, ona: ||Tz| > Clz|.
Alors T est bijectif de E' dans I'm(T") qui est de Banach, alors d’apres la proposition 1.6 on a :

3C > 0:Vx € E,||Tz|| > C|z|.

Corollaire 1.2.

Soient E un espace de Banach et F un espace vectoriel normé et T € L(E,F). Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes,

a)Im(T)=Fet3C>0:VYx € Fona|Tz| > Clz|.
b) T est inversible.

Démonstration.

Montrons que a) = b).
Supposons que a) est satisfaite, alors en vertu du corollaire 2.1 7' est injectif et Im(T") est
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fermée dans F.
Alorsona:

Im(T) =Im(T) = F.

Donc, T est surjectif et donc inversible.
Montrons que b) = a).
Supposons que b) est satisfaite.

Ona:
F=Im(T)cC Im(T)CF.
Alors,
Im(T) =Im(T) = F.
Donc d’apreés le corollaire 2.1 on a le résultat. O

Proposition 1.7

Soit E' un espace de Banach et T' € L(E).
Si||T| < 1, alors I — T est inversible eton a :

+0o0
(I-17)'=>"1"
n=0

Démonstration.
+o0
Comme ||T'|| < 1, alors on conclut que la série Z T" est normalement convergente.
n=0
Puisque 'espace E est de Banach, alors L(FE) = L(FE, E) est de Banach aussi.
+o0
Par conséquent la série Z T" est convergente.
n=0
On pose :
+oo
S=>y 1"
n=0
De plus,on a :
+oo +oo
SI-T)=S-ST=> T"-> T =7"=1. (1.12)
n=0 n=0
De méme, on a :
“+oo “+oo
(I-T)S=S8-TS=) T"-> T =1=1. (1.13)
n=0 n=0

Alors I — T est inversible.
En vertu de (1.12) et (1.13), on conclut que :

+oo
S=) T"=(1-T)"
n=0
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1.4 Exercices

Exercice 1.1.

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés.
On considére T : E — F' un opérateur linéaire borné défini sur D(T') = E.
- Montrer que :
kb

z€E,x#£0 lzlle

1T ey =

Exercice 1.2.

Soient E, F' deux espaces vectoriels normés.
On considére T : E — F un opérateur linéaire borné défini sur D(T') = E qui vérifie
Uinégalité
|Tz|| < C|z||,Yx € E, o C est une constante positive.

- Montrer que :
I,y = in {C : | T2| < Cla], ¥z € E}.

Exercice 1.3.

On considere les espaces :
C’([—l, 1]) = {f :[-1,1] — R, fest continue}.
c! ([—1, 1]) = {f :[=1,1] — R, f est dérivable et [’ est continue }

LQ([—1,1]> = {f : [-1,1] — R, f est mesurable et /1 | f(z)|? dx < +oo}.
—1

Dans les cas suivants, montrer que lopérateur T est linéaire continu et calculer || T || :

a)T:C([—l,l])—>C<[— /f ) dt.
b)T: C([ ])—>0<[ ]) Tf(z) = f(z).
OT: o([ ])—>C’<[—1,1]>,Tf(m):x2f( 1).
d)T:C([—l,l]) o1 ]) Tf(z) = f(z2).

e) T : cl([a,b] s C([a, b]), Tf(z) = f(z).
P 1 L2([11]) — 22([-1.1])., T/(@) = :1:/_1 oy

Exercice 1.4.
Soient E, F' deux espaces vectoriels normés et soit T : E — F un opérateur linéaire.

Supposons que dim(Im(T')) < +oc et ker(T') est fermé dans E.
- Montrer que Uopérateur T est continu.

Exercice 1.5.
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Soit E un espace de Banach et T : E —> E un opérateur linéaire borné tel que
D(T) = E.
Supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que :
Ve e E: ||Tz|| > C|z|.

- Montrer que Im(T') est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 1.6.
Soit Uespace E = C° ([0, 1]) muni de la norme

I/l = sup | f(x) |-

xz€[0,1]

1. Soit T Uopérateur de E dans R défini par :

1
T(f):/0 f(t)sintdt.

-Montrer que T € E’ et calculer || T || g
2. Soit A Uopérateur de E dans R défini par :

1
A = [ e

- Montrer que A € E’ et calculer || A ||g.
3. On définit maintenant sur E les deux normes suivantes :

1 1 N
1= [ Ls@ta 7= ([ o P ar)’,
0 0
On considére Uapplication linéaire S de (E, || . ||2) dans (E, || . ||1) définie par :
S(f) =zf(x).

-Montrer que S € L(F) = L(E, E) et calculer sa norme.

Exercice 1.7.

On considére Uespace :
G = {x = (zp),zn €ER et z, — O} muni de la norme :

|z = sup | @y, |
n>1

On définit sur G une forme linéaire g par :

+o0 x
k
9(x) =Y oy

k=1

- Montrer que g € G’ et ||g|lcr = 2.
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Exercice 1.8.

Soit ( fn)nen+ une suite de fonctions définie par :

0 sio |x|>1
n—n?z| si |z|<i

fute) = {
Pour tout n € N*, on définit un opérateur T,, par :
= /an(y)@(w —y)dy, Ve L'(R).

1. Montrer que T, € L(L*(R)) (cest a dire que T,, : L'(R) — L'(R) est linéaire
continu) et que || T, ]|L(L1(R)) <1, Vn € N*.

Exercice 1.9.

Soit H lUespace vectoriel sur C formé des suites complexes x = (x,) qui vérifient la
condition :

“+o0o
Z |2n)? < +o0.
n=1

1

On munit H par la norme : ||z| = (Z |0 )
1. On considére le sous-espace vectorlel E formé par les suites a support fini, c’est a dire :
reFE<—=gyxcHetdN,eN*:2,=0 Vn>N,.

Montrer que E est dense dans H.
2. Pour p € N* on définit Uapplication A, qui fait correspondre chaque = de H A,(x)
dans lui méme et telle que :

oz, st p#m,
(A”(:E))n_{ prp, S p=n.

a) Vérifier que A, € L(H,H), Vpe N*
b) Montrer que : lim || Ay(z) —z ||=0,Vz € E.
n—oo
c¢) En justifiant la réponse, montrer que le résultat : lim || Ay(z) —x ||=0,Vz € H nest
n—oo
pas vrai.

Exercice 1.10.

On considere les espaces,

+o0

I°(R) = {:n = (Zn)ner, Tn € R, (z5) est bomée} et IL(R) = {x = (Tn)ners @0 € R, [a] < o0 }
n=0

On munit Uespace [*°(R) de la norme,

[2]loo = sup |24l
neN
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et Uespace I'(R) de la norme,
+oo
lzlly =) lwal-
n=0

Pour f = (f,) € I®°(R), on définit Uopérateur A de I'(R) dans R tel que

+o0
Az = Z fnTn, pourtoutx € ll(R).

n=1

1. Montrer que A € (I')'.
2. Montrer que ||A| = || f||co-

Exercice 1.11.

Soit 1 < p < oc.
On consideére Uespace

Lp([O, 1]) = {f :[0,1] — R, f mesurable et /1 |f(x)|Pdx < —I—oo}
0

muni de la norme,

1= ( [ 1wpar)”

Soit lopérateur (T, D(T')) défini par :
p(1) = {fec(o.1).r er(10,1]),/(0) =0} et Tf = f"

ouC ([0, 1]) est Uespace des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni de la norme de la
convergence uniforme,

[flloe = sup [f(t)].
0<t<1

1
1. Montrer que T est non borné. ( On peut utiliser la suite f,(t) = n»t").

Exercice 1.12.

On considére Uespace de Hilbert H = L*(R) et Uopérateur T : H — H défini par :
D(T) = {f cL2(R): Tf € LQ(R)} et Tf(z) = —if'(z),

avec i est le nombre complexe qui vérifie i2 = —1.
1) Montrer que D(T) est un sous-espace vectoriel de L*(R).
2) Montrer que T est linéaire non borné. On peut utiliser la suite suivante :

sin(nx), siz € [0,27]
0, atlleurs.

fute) = {
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Exercice 1.13.

On consideére Uespace de Hilbert,

—+00
12 = {x = ({L‘n)neN* Ty € Cet Z |CCn|2 < +OO},
n=1
muni du produit scalaire,
+o00
(x7 y) = Z TnlYn,
n=1
et la norme induite,
+oo 1
2
el = (D leal?)
n=1

Soit Uopérateur T), : 1> — 1? défini par :

T,z = (0,0,0,...,0, 21, x2, X3, ....), ol x = (x1, T2, T3, ....
—_———

) e ?
nzros
1) Montrer que T,, € L(1?).
Exercice 1.14.
On consideére Uespace de Banach,
+oo
I1(N,C) = {:c = (@n)nen- s 2n €Cet Y |zl < +oo},
n=1
muni de la norme,
+oo
] = lanl.
n=1
On considére Uopérateur T : I' — ' défini par :
In To I3 In
Tx = (T =(—) = ey —— g e
T (:L')n (n) (x1’2a37 ' )

1. Montrer que Uopérateur T € L(I').

2. Montrer que Uopérateur T n’est pas inversible. (On pourra montrer que T n’est pas
surjectif).

Exercice 1.15.

Soit

+o0
E=1*(N,C) = {x = (Tp)nen : Tn € C, Z lzn|? < +oo},

n=1

Université de Médéa

2021-2022 Rafa Said



Exercices 27

muni de la norme,
+oo 1
2
ol = (3 lwal?)*.
n=1

On considére (\,)nen+ une suite bornée des nombres complexes et M = sup |\,
neN*

On définit l'opérateur T : 1> — I? par :
Tx = (Tx)n = MyTp, pour tout © = (1, T2, ..., Tpy -..... ) €2

1) Montrer que T € L(I?) et calculer ||T||.

2) Montrer que si |A\,| > C, Vn € N* avec C > 0, alors T est bijectif.

- Trouver dans ce cas Uexpression de T~! et calculer |T— 1.

3) On suppose que l'un des )\, est non nul. Montrer que T n’est ni injectif ni surjectif et
que Im(T) # E.

4) On suppose que Vn € N* : \,, # 0 et inf{|\,|, n € N*}.

- Montrer que T est injectif mais non surjectif et que Im(T') = E.

Exercice 1.16.

Soit E un espace de Banach et T, S € L(E).
1) Montrer que si T'S = ST, alors T'S est inversible si et seulement si T et S sont
inversibles.
2) Montrer par un exemple que si T'S # ST, alors 1) peut étre n’est pas vraie.

Exercice 1.17.

Soit £ = C([O, 1]) muni de la norme ||.|« et pour f € E, on définit lopérateur T
par:

Tf(z) = /OIK(x,t)f(t) dt, oit k(.,.) € c([o, 1] % [0, 1]).

Soit M = sup |K(x,t)|.
0<x,t<1
1) Montrer que T' € L(E).

2) - Montrer que :

n

* n M n
Vi€ N T f(2)] < = —a"| oo

- En déduire que :
n

M
Wne N ||IT") < S
mn.:

Exercice 1.18. (opérateur de Volterra)

Soit £ = C’([O, 1]) muni de la norme ||.||~ et pour f € E, on définit Uopérateur T
par:

NMZAf@M
(1) (i) Montrer que :

(x —t)nt

VneN*: T"f(x) = /01‘ Ky (x,t)f(t) dt, ou K,(x,t) = NCEE
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i) En déduire que : Vn € N* : ||T"|| < 1.
(2) Calculer la somme Z T,

n>1
(3) Soit g € E. Résoudre Uéquation (I —T)f = g.

Exercice 1.19.
Soit Uopérateur T : C* ([O, 1]) — C([O, 1]) défini par :

Tf(z) = f'(x).

- Montrer que T admet un inverse A~ a droite.
- Montrer que T n’admet pas un inverse a gauche.

Exercice 1.20.

Soit lopérateur A : C([O, 1]) — C’([O, 1]) défini par :

Af(z) = / "5 d.

1) Trouver Uensemble Im(A).
2) L'inverse A~! existe-t-il sur Im(A) et est-il borné ?

Exercice 1.21.

On définit un opérateur A : C’<[O, 1]) — C([O, 1]) par:

1
Af(x) = f(z) + /O T f(y) dy.

- Montrer que A est continiiment inversible et chercher A=,

Exercice 1.22.

On considére Uopérateur T : 1> — 12 défini pour x = (21,2, ..., Tp, ...) € I? par :
1 1 1
Tr = (ml, 5(.’51 + x39), Z(xl + a9+ x3)y .y F(xl +x2+ 23+ ... + Ty), )

- Montrer que T est borné et n’est pas surjectif.

Exercice 1.23.

Soit H un espace de Hilbert sur R muni d’un produit scalaire (., .) et la norme induite
| . |, avec Vo € H :< x,z >=|| = ||%
Soit A€ L(H) = L(H,H) et M €]0, 00| et qui vérifie

I A(z) [|= M ||« ||, VzeH.
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1. Montrer que A(H) est fermée. (On rappelle que A(H) = Im(A)).

i
2. Montrer que (A(H)) = {0}.
- En déduire que A est surjectif:
1

3. Montrer que A est un isomorphisme de H dans H et que | A~! || < I

Exercice 1.24.

On consideére les espaces suivants :
C([—l, 1]) = {f :[=1,1] — R, f est continue}.

Cl([—1,1]> = {f ([=1,1] — R, f est continue}.

Ll([—l, 1]) = {f : [=1,1] — R, f est mesurable et /

-1

1
| f(2) | dz < +oo}.

LQ([—I,I]) = {f : [-1,1] — R, f est mesurable et /1 | f(z) |* do < —I—oo}.
-1

Dans les cas suivants, montrer que T : E — C est une forme linéaire continue (T € E’)
puis calculer sa norme ||T|| :

1)E:c([—1,1]) etTf:/_lle(x) d.
2)E:cl([f1,1]) etTf:/lef(x) dz.
9 5= 1'([-1.1]) et Ty = /_11 of (z) dr.
9 B=12([-11]) Ty = /_11 of (z) dx.
5 E= L?([o, 1]) et Tf = /01 273 f(z) da.

6) E=12et Tox =121 +T avec & = (T1,T2,cc0, Tpyy ovrnn. ) €12
+o0
Tk
7)E=101%et szkg_lk, avec & = (X1, 02, wceey Tiyy weveees ) €12

+o0o
X
8 E=1et Tx—;]:, avec & = (1,02, cec, Tryy eevene. ) e lh.

Exercice 1.25.

On consideére lespace E = C’([—l, 1]) muni de la norme || . ||« et on définit sur E

Uopérateur T.
- Montrer dans tout les cas suivants que T est linéaire continu et calculer ||T|| :

DTS = (S0 + ).
2 Tf = 2(f(1) +f(0)).

3)Tf = %g(f(a) +f(—e) - 2f(0)), eel-1,1].

1
HTS :/0 F(t) dt.
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1
5 Tf:/ F£(8) dt — £(0).
01
6= | f() di = 1(0)
0 1
7) Tf:/lf(t) dt—/o £(t) d.

Exercice 1.26.
Soit E = L?(0,1). On considére Uopérateur T : L*(0,1) — L?(0,1) défini par :

Tf=uaf.

- Montrer que T est linéaire continu et calculer sa norme ||T|.

Exercice 1.27.

Soit E un espace de Banach.
On considére une suite d'opérateurs (A,)nen dans L(E) qui converge vers A et soit
(zn)nen une suite d’éléments de E qui converge vers x.
- Montrer que la suite (A, x),en converge vers Ax.

Exercice 1.28.

On consideére Uespace F tel que
E= {u € L2[-1,1], € L?[-1, 1]}.
On munit E de la norme :
D =l ey + 1o 2y -

On définit la fonctionnelle f de E dans R par :

@) = / (@(t) sint + 2/ (£) cos £ dt.

-1

1. Montrer que f € E'.
2. Montrer que || f || p= V2.

Exercice 1.29.

On consideére Uespace :
E = Cl([—l, 1]) = {f e C([-1,1,R), fecC(-1, 1],R)} muni de la norme :

I f lle="sup [f(x)|+ sup [f'(2)].

z€[—1,1] ze[—1,1]
Soit Uopérateur A tel que :

A:E=R, A(f) =—F(0).
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1. Montrer que A € E'.
2. On munit le méme espace E défini ci-dessus de la norme

| fllo="sup [|f(z)l.
z€[—1,1]
- L'opérateur A est-il continu pour cette norme ?

(Indication : utiliser la suite de fonctions définies par : f,(z) =

=z "N

Exercice 1.30.

Soit Uespace E = C([0,1]) Uespace des applications de [0,1] dans R de classe C* sur
[0, 1], muni de la norme de la convergence uniforme sur [0, 1] :

If 1= Sup}\f(x)\ﬂL sup | f'(2)].

z€[0,1 z€[0,1]
Soit,
M= {u e 01([0,1]) : w(0) = u(1) = o}.

1. Montrer que M est un sous-espace vectoriel fermé de C1([0, 1]).
2. Soient a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b < 1 et f la fonction définie sur

[0,1] par :
0 st 0<x<a,
f(z) = (x —a)?(b—x)? st a<x<b,
0 st b<z<1

1
- Vérifier que f € M et calculer/ f(x)dx.

0
3. Soit g une fonction réelle définie et continue sur [0, 1.
- Montrer que Uapplication G : M — R définie par :

1
Gu) = [ a(wyula)da,

est linéaire et continue sur M.

4. Montrer que, s’il existe xo € [0, 1] tel que la fonction g vérifie Uinégalité g(zo) > 0, il
existe un intervalle [a, b] (avec a < b) tel que [a,b] C [0,1] et un nombre o > 0 tels que
Uon ait :

Vx € [a,b] : g(z) > a.

- En déduire que (G(u) =0,Vu € M) <~ (g =0).

Exercice 1.31.

On considére V Uespace des suites complexes défini par :

V= {az = (Tn)n>0; io(l +n2)|z,)? < +oo}.

n=0

1. On munit V du produit scalaire :
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—+00

(x,y) = Z(l + 1)z, 7.

n=0

- Ecrire la norme associée.
- Montrer que V est un espace complet (et donc un espace de Hilbert).
2. Soit (ap)n>0 une suite complexe bornée et

M =sup | a, | .
n>0

On considére Uapplication linéaire A de V' dans V' définie par :
(A(m))n = apTn.

- Montrer que A est continue.
3. En considérant la suite (e?),>( définie par :

0 sSi. p#n
p — — )
(e)n—5np—{1 si p=n.

- Vérifier que la suite (eP),>o est dans V' et calculer || €? ||y.
- montrer que || A ||= v M.

Exercice 1.32.

On considére Uespace de Banach E = I* tel que :

+oo
L= {az = (Tn)n>1: Ty € R,Z |z, | < +oo}.

n=1

muni de la norme,
+o0
I ll= |2l
n=1
On considere la forme A,, de E dans R définie par :
A, (z) = zy,.

1. Montrer que A,, € E’ et calculer || A, || -

Exercice 1.33.

Soit E et F' deux espaces de Banach et (Ay)nen € L(E, F) pour tout n € N.
On suppose que A, (x) — A(zx) lorsque n — +oc pour tout x € E.
1. Montrer que sup | An | L(e,7)< +o0.

2. Montrer que A e L(E,F).

Exercice 1.34.
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Soit E un espace de Banach et (f,,) une suite de E’ pour tout n € N.
Supposons qu’on a :

Ve € E: (fn,x) — (f,x) lorsque n — 400.

- Montrer que f est continue.
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CHAPITRE 2

THEOREME DE HAHN-BANACH

2.1 Introduction

Soient (E,|| . ||g), (F,|| . ||r) deux espaces vectoriels normés et M C E un sous-espace

vectoriel normé de E et soit f : E —> F une application linéaire continue.
Supposons que M = E. Dans ce cas et d’apres le théoréme (1.4) du prolongement d’une
application linéaire continue, il existe une unique application f € L(F, I') un prolongement
de f qui vérifie f [y= fet| f ||[=|| f |. Mais dans le cas ou M n’est pas dense dans
E (M # E), en général il n’existe pas un prolongement f de f sur E tout entier, sauf dans
le cas ou F' = R ou F' = C, il existe un prolongement f de f mais n’est pas unique ce qui
I'annonce le théoreme de Hahn-Banach.

Donc le théoréme de Hahn-Banach est une généralisation du théoréme du prolongement
d’une application linéaire continue, c’est un outil puissant, fondamental et utile dans 'analyse
fonctionnelle. Il admet deux formes. la premiere dite analytique, assure le prolongement
avec conservation de la norme d’une forme linéaire continue définie sur un sous-espace d’'un
espace vectoriel normé tout entier, et le lemme de Zorn est un des piliers pour démontrer la
forme analytique du théoréeme de Hahn-Banach, et la deuxiéme dite géométrique, permet
de séparer strictement un ensemble convexe fermé d’'un ensemble compact fermé par un
hyperplan fermé.

Le théoreme de Hahn-Banach di aux deux mathématiciens sont, 'autrichien Hans Hahn
(1897-1934) et le polonais Stefan Banach (1892-1945).

2.2 Théoréeme de Hahn-Banach forme analytique

Définition 2.1. ( Semi-norme :)

Une semi-norme sur un espace vectoriel F est une application p : E — R vérifiant
les deux conditions suivante

1) p(Az) = |Alp(x), Vo € E, VA € K.

2) p(x +y) <p(z) +ply), Yo,y € E, VA € K,
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Théoréme de Hahn-Banach forme analytique 35

Remarque 2.1.

L'implication p(z) = 0 = z = 0 de la troisiéme condition de la norme n’est pas
satisfaite pour la semi-norme comme le montre ’exemple suivant :

Exemple 2.1.

Soit Q un ouvert de R™ (c’est a dire par rapport a la topologie définie sur R™ ).
Soit S un compact, S C §. On considére,

E=0C%0) ={f:Q— C, f continue}.

(f+9)(x) = f(z) + g(x), pour tout x € Q.

(Af)(x) = A(f(x)), pour tout = € Q et pour tout A € C.
On a E est un espace vectoriel sur C.

On définit Uapplication Ps par :

Ps(f) = sup |f(z)|.

€S

Pg est bien définie car f est continue sur un compact, donc elle atteint sa borne supérieure.
Pg est une semi-norme sur E.
On remarque que Uimplication Ps(f) = 0 = f = 0 n’est pas satisfaite car f # 0 sur S.

Définition 2.2.

Soit A un ensemble muni d’une relation d’ordre notée ” < 7.
1) On dit qu’un sous-ensemble B C A est totalement ordonné si

Va,be€ B,ona: (a<b)ou(b<a).
2) Soit B C A un sous-ensemble de A. On dit que m € A est un majorant de B si
Vre B:x <m.
3) On dit que m € A est un élément maximal de A si
(Vz € Atel que z > m) = = = m.

4) Ensemble inductif :
On dit que A est inductif si tout sous-ensemble totalement ordonné admet un majorant.
Lemme 2.1. (de Zorn) (axiome de choix)

Tout ensemble ordonné, inductif et non vide admet un élément maximal.

Théoréme 2.1

(de Hahn-Banach (forme analytique)
Soit E un espace vectoriel sur K et soit p : E — R une semi-norme sur F.
Soit G C F un sous-espace vectoriel et soit g : G — R une application linéaire telle que :

Ve e G:g(x) <p(z),
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ou p est application définie dans la définition 2.1 avec A > 0 dans cette définition.
Alors il existe un prolongement f de g tel que :

1. f: E—R.

2. f est linéaire.

3.V e G: f(x) < g(z).
4.Vx € E: f(x) < p(z).

Démonstration.

La démonstration repose sur le lemme 2.1 de Zorn.

On pose
h:D(h) - R:Vx € G: h(z) = g(z),
_ D(h) uns.evde E,
A= { h est linéaire , } (2.1
Vo € D(h) : h(z) < p().

On veut démontrer qu'’il existe un élément k& de A qui est défini sur D(h), tel que D(k) = E.
On définit une relation d’ordre sur A comme suit :
hi1 < hy < D(hy) C D(hg) etVo € D(hy) : hi(x) = ha(x) (he prolonge hi).
La relation < est une relation d’ordre et A n’est pas totalement ordonnée.
On va appliquer le lemme 2.1 de Zorn sur A.
On montre alors que A est inductif, c’est a dire que toute partie de A totalement ordonnée
admet un majorant.
Soit B = (h;);c; une partie quelconque totalement ordonnée de A.
B est totalement ordonnée < (Vi # j : hy < hj ou hj < h;).
On trouve h tel que :
h>h;Viel.

h>h < (D(hi) C D(h),Vi € I et h(z) = hi(z),Vz € D(hi)>.
On définit :

= D(hi) et h(z) = hy(x) six € D(hy).
el

x € D(h) = Fig € I : x € D(hy,), h(z) = hi,(2).

Montrons que h est une application (c’est a dire que h est bien définie).
Soit ig, jo € I tels que ig # jo .

Soit x € D(hj,),x € D(hj,).

Montrons que :

h(x) = hiy(z) = hjo ().
On suppose par exemple que h;, < hj,, donc D(h;,) C D(hj,) (car B est totalement ordon-
née).
Ona:
Va € D(hio) : hio (.%') = hjo (x)

Dong,
hig (x) = hjo (x),Vjo : 10 # Jo-
D’ou h est bien définie.
Maintenant, montrons que h est un majorant de B. C’est a dire que Vi € I : h; < h.

Ona:
hi <h < (D(h;) < D(h)eth(z) = hi(z),Vz € D(h;)).
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Comme D(h) = U D(h;), alors,
iel

Vi e I:D(h;) C D(h) et h(x) = hi(z), Yo € D(h;) (d’apres la définition de h).

D’ou A est inductif (car A est quelconque).
Montons que A # ().
On ag € A, alors A # () (car g est un prolongement de lui méme).

D’apres le lemme 2.1 de Zorn, A admet un élément maximal & tel que :

k:D(k) — R,

et vérifie :

o k est linéaire.

oz € G: k(x)=g(x).

oVx € D(k): k(x) < p(z).

Montrons maintenant que F = D(k).

Montrons par I'absurde. Supposons que FE # D(k). C’est a dire que D(k) & E.
Alors Jzg € E\D(k). On pose L = [zo] ('ensemble engendré par x ).

et M = D(k)+ L C E.

On a M est un sous-espace vectoriel de E, et M # D(k) car zg ¢ D(k) et D(k) & M.

On construit une application m telle que :

m: M — R:xz+ Axg— m(x + Axg) = m(z) + Aag = k(x) + Ay otalphag = m(zp).

Car m est déja définie et k un prolongement.

On veut que m soit linéaire car les éléments de A sont linéaires.
On remarque que z € D(k) < x = x + 0.z0.

m(z) = k() + 0.a0 = k().

m est linéaire car k est linéaire.

m est un prolongement de k.

On choisit «q tel qu’il vérifie la condition précédente, pour démontrer que m € A et «g

vérifie :
Vo € D(k),VA € K: k(x) + Mg = m(z + A\xg) < p(x + Axo).
i) Six > 0.
Ona:
x x
Am(x +x9) < )\p(x + x9)-
Donc
x x
m(X + 29) < p(X + o). (2.2)
Ona:
(x € D(k), A € K*, D(k) un sous-espace Vectoriel> = ; € D(k).
Donc,
(2.2) © m(y + zo) < p(y + 20)-

D’ou

k(y) + ao < p(y + x0), pour tout y € D(k). (2.3)
i) Si A < 0.
Ona: . .

(=X)m(=5 = 20) < (—Np(=5 = 20).

Alors,

m(y — xo) < p(y — zp) pour touty € D(k).
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D’ou,
k(y) — a0 < p(y — xo), pour tout y € D(k). (2.4)

En vertu de (2.3) et (2.4), on conclut que :

k(y) — p(y — z0) < ag < p(y + o) — k(y), pour tout y € D(k).

Il faut choisir « tel que on a :

y:gl(bk){k(y) —ply—x0)} < < xeigﬁk){p(w +x0) — k(z)}.

Un tel choix de «aq est possible car k € A = k(z) < p(z), Vo € D(k).
Ona:
k(z +y) <p(z+y), ¥(z,y) € D(k) x D(k).
d’ou
k(z +y) <plz+y) <ple+x0— 20 +9)

Comme k est linéaire, alors

k(x) + k(y) < p(x + x0) + p(y — 20)-

D’ol
k(y) — p(y — 20) < p(x + x0) — k(z), Vo € D(k),Vy € D(k).

1) z est fixé.

k(y) — ply — o) < p(x + x0) — k(2), Yy € D(k).

Ce qui implique que

y:gl()k){k(y) —ply —x0)} < meigfk){p(ac +x0) — k(z)}.

Donc ay existe car k(y) — p(y — zo) < p(z + x0) — k(z), Vo € D(k),Yy € D(k).
Maintenant, on montre que m > k.
La derniere inégalité est évidente car :

m>k e (D(k) c D(m) et m(z) = k(z), Yz € D(k)).
Ona:
D(k) C D(k) + [zo] = D(m) et m(x + A\xg) = k(x) + .

Donc,
A=0:z¢€ D(k) = m(x) = k(zx).

D’ou la contradiction car k est un élément maximal (ce qui contredit la maximalité de k).
Alors,
D(k)=E.

Corollaire 2.1.

Soit E un espace vectoriel normé et soit G un sous-espace vectoriel normé de F.
Soit g : G — R une application linéaire continue de norme

lgller = sup (g, )],
z€G,||z[<1
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Alors il existe f € E' (le dual de E) telle que f est un prolongement de g et vérifie

11z = llgllcr
Démonstration.
On pose p(z) = [|gllcr[|]-
p: E—RT,
On vérifie que les conditions du théoréme de Hahn-Banach ont lieu.
Ona:
p(x+y) = lgllelle +yll < llgllerllzll + llgllellyll,
et

p(Ax) = [lgller Azl = [Alp()-

Donc p est une semi-norme sur F.
on va montrer que I'application g vérifie I'inégalité g(x) < p(x).
Ona:

9(z) < llglle =l = p().

Donc toutes les conditions du théoreme de Hahn-Banach sont satisfaites.
Alors il existe f : E — R qui vérifie :

i) f est linéaire.

i) Ve € G : f(z) = g(x).

iii) Vo € B : f(z) < llglerllo] = pla).

Il nous reste a montrer que f est continue.

On a d’apres I'inégalité f(z) < ||g||c’|l=||, on conclut que

f(@) < cljzfl et f(—z) < cf| — .

Ce qui signifie que :
|f(x)| < c|lz||, pour tout z € E.

D’ou f est continue sur F eton a :

11 < llgller- (2.5)
Montrons I'inégalité réciproque || f|| > ||g||c-
Ona:
[fller="sup [(f,x)[ = sup [(f,z)|= sup [{g,z)|=lglc-
z€R,||z||<1 z€G,||z||<1 z€G,|z||<1

Dongc,

1= Nlgller- (2.6)
De (2.5) et (2.6), on conclut que

[fller = llgllc-

O

Corollaire 2.2.

Soit E un espace vectoriel normé. Alors pour tout xo € E et xog # 0, il existe f € E’ tel que

(f,z0) = llwoll* et [ FIl = l|zoll
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Démonstration.

On applique le corollaire 2.1 avec G = [xg] = Rz = ('ensemble engendré par x ) et
9:G =R, g(z) = g(Azo) = Ag(z0) = Al|zo|>.

Montrons que g € G'.

La linéarité de g :

Soient o, B € R, et x,y € F avec x = A\jxg et y = Aaxg.
glax + By) = ai||xol|? 4+ Brz||zol|* = ag(z) + Bg(y).
La continuité de g :

lg(2)] = [Xl|lzoll? = ([[Azol) ol = [lzol|l|]-

D’ou g est continu et on a :

lgller < llzol.
(9,2 (9. Aa0)| Allleoll
ol = swp [{goz) = sup 12D _ g Hodwoll o Alleollt
2€G,|z|<1 ceGaz0 |||l Aeks || AZoll rek= |Alllzoll
Dol
lgll = lzoll

Vo e G: f(z) =g(x) = fxo) = ||z

car,
FAxo) = Alzol® = Mf(zo) = Al|wol|* = f(z0) = |lzo]*.

O
Corollaire 2.3.
Soit E un espace vectoriel normé. Pour tout x dans FE, on a
x| = sup  |[(f,x)[ = max _|(f z)|.
FEE || flm <1 FeE|Ifllpr<1
Démonstration.
i) Montrons que ||z| > sup [(f, )]
fEE|Ifll g <1

On a pour z fixé dans F et pour tout f dans E’,

(o) < [ fHl=ll, v € E.
Donc on prend le sup dans les deux membres pour la derniére inégalité, on obtient

ol = sup [(f,2)]. (2.7)

fEE | fllpr<1
ii) Montrons que ||z|| < sup [(f,x)].
FEE | fllgr<1
Soit x € E. Alors il existe f dans E’ tel que (f,z) = ||z||? et || f|| = ||z]| (d’aprés le corollaire
43 ).
Pour x # 0, on pose :
f= S oep
[edl
Ona: _
IfII = 1.
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D’autre parton a :

2 f 1 [Edls
fvx =7 7%) | = 77 f;$ = — = ||T||.
(Pl = Wl = )l = e =l
Donc, _
|zl ={f,z)| < saup  [{f, )] (2.8)
fEE | fllmr<1
En vertu de (2.7) et (2.8), on conclut le résultat. O

Corollaire 2.4.

Soit E un espace vectoriel normé et x # 0 un élément de E. Alors il existe une application
f € E' telle que

| fller =1 et f(xo) = [|2ol|.

Démonstration.

On considére le sous-espace G de E tel que
G = [z] = {azx : a € R} (I'ensemble engendré par x).
On définit sur G T'application linéaire f par :
flax) = a||z]|. (2.9)

f est bornée et || f|| = 1. En effet,
pour y = ax, on a
[f @)l = [f(ex)| = |alllz] = [loz] = [ly]l.

D’autre parton a :

171 = sup L
y#0 HyH

Le théoreme de Hahn-Banach implique que f possede un prolongement f définie sur E tout
entier de norme || f|| = || f| = 1.
D’apres (2.9), on conclut que :

fl@) = f(a) = |-

Corollaire 2.5.

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel normé de E tels que M # E
et xo ¢ M. Alors il existe f € E’ telle que :

l) <f,iU0> =1L
ii) Vo € M, (f,z) = 0.

1
iid) | £l = 5 avec d = d(xo, M),
Démonstration.

Onauzy € E\M.
On pose,
G=M-+ Rxo.
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Soitg: G —R.

Utilisons le théoréme de Hahn-Banach.
On choisit g comme suit :
eg(m)=0avecm e M.

og(xzg) =1
og(m + )\CCQ) = ).
D’ou,

gM:Oetg#Ocar@,a:o):l.

- Il est clair que g est linéaire.
- On montre que g est continue :
Ona:
l9(2)| = lg(m + Azo)| = |Al.

D’autre part, on a :

m m .
Vo € G |zl = [m+Azoll = M| 5-+2oll = Ml =—F~zoll = [Allly=oll = |A] inf [ly—zol| = |A|d.
yeM

Donc,
[z]] = |Ald.
D’ou,
S
—d
Ce qui signifie que :
9(2)] <
< Sl
etona:
ol < .
—d
1
Montrons que ||g|| = 7
Ona:
lgll =  sup [{g,m + Azo)| _ sup B L sup 1 _ sup %:
melM,)\eK [[m + 1)\500” meM,{\elK [m 71L Aroll memaek 15+ 2ol memaex |52 — 2ol
vert o —woll — inf o = o]l ~ d(eo, M) &
En vertu du théoréme de Hahn-Banach, il existe f € E’ telle que :
f =getlsl =gl ==
G d
(ou f G est la restriction de f sur G). O

Théoréme 2.2

Soit E' un espace vectoriel normé et soit M un sous-espace vectoriel normé de F.
Alors M n’est pas dense dans E si, et seulement s'il existe f € E’ tels que f # 0, telle
que (f,z) =0 pour tout z € M.

Autrement dit (M:E) & (VfEE’:f‘M :0:>f50).
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Démonstration.

i) = ) (la condition est nécessaire) :
Supposons que M # E.
Alors,
dxg € E\M tel que : d(zg, M) = inf ||xg — y|| > 0.
yeM
Comme M est un sous-espace vectoriel , alors 2y # 0 (car 0 € M).
En vertu du corollaire 2.5, il existe f € E’ tel que (f, o) = 1 # 0. Ce qui signifie que f n’est
pas nulle et (f,z) = 0, pour tout z € M. C’est a dire que f v 0.
ii) <) (la condition est suffisante) :
Supposons que Vf € E’ : f’M = 0= f =0 et montrons que M = E.

11 suffit de montrer que M+ = {0}.
Soit f € M, alors d’aprés 'hypothése on a f = 0. O

2.3 Théoréeme de Hahn-Banach forme géométrique

2.3.1 Séparation des ensembles convexes
Définition 2.3.

Soit F un espace vectoriel normé. On appelle hyperplan affine H, 'ensemble sous la
forme suivante :
H={z€E: f(z)=a},

ol f est une forme linéaire sur F, telle que f # 0 et o« € R.
On appelle [f = o] ’équation de 'hyperplan H.

Remarque 2.2.

f n’est pas nécessairement continue (lorsque I'espace F est de dimension infinie, il
existe toujours des formes linéaires non continues).

Définition 2.4.

Soient E un espace vectoriel normé. et A et B deux sous-ensembles de F.

1. On dit que A et B sont séparés par 'hyperplan H d’équation [f = «] au sens strict
s'il existe € > 0 tel que
Ac{zeFE:f(x)<a—-c}letBC{xeFE: f(z)>a+e}
2. On dit que A et B sont séparés par 'hyperplan H d’équation [f = «a] au sens large

sil’on a
Ac{zeFE:f(x)<a}letBC{zxeE: f(x)>a}
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Définition 2.5.
Soient E un espace vectoriel et A un sous-ensemble de E. On dit que A est convexe si

tr+(1—t)ye A, Va,y € A, Vt€[0,1].

Théoréme 2.3

Soit H un hyperplan d’équation [f = a]. Alors
(H est fermé ) — ( f est continue).

Démonstration.

- La condition est suffisante («<—).
Si f est continue, il est bien clair que H est fermé car H = f~1 ({a})

- La condition est nécessaire (—).

Supposons que H est fermé et montrons que f est continue.

Comme H est fermé , donc le complémentaire H¢ de H est ouvert et non vide car f non
identiquement nulle.

Soit o € H® et on suppose par exemple que f(xg) < a. Soit r > 0 tel que B(zg,r) C H¢ ou
B(xo,r) est la boule ouverte de E de centre z et de rayon r > 0, c’est a dire que

B(wo,r) = {x € E:|lz -z < r}.
On a
f(z) < o, Yo € Bz, ). (2.10)

Soit z; € B(xo,r) et on suppose que f(z1) > a.
Ona:
{r1 =1 —t)xo+tzy: t €0,1] C B(zo,7)},
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et donc f(z1) # «, pour toutt € [0,1].
D’autre parton a :

f(x1) —«

f(x1) =apourt = Tlan) — o)’

ce qui contredit le fait que f(z1) > a.
Donc (2.10) a lieu.
En vertu de (2.10), il en résulte que,

flxo+1y) <, Yy € B(0,1).

Ce qui signifie que f est continue et on a :

171 <+ (o= fao)).

2.3.2 Premiére forme géométrique du théoreme de Hahn-Banach

Théoréme 2.4

Soient F un espace vectoriel normé et A et B deux sous-ensembles non vides de E.
On suppose qu’on a les propriétés suivantes :

1) A est un ouvert non vide et convexe,

2) B est convexe non vide et AN B = ().

Alors ils existent f € E’ telle que f # 0 et v € R tels que :

f(x) <7 < f(y), pourtout x € A, y € B.

Autrement dit, il existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens large.

Démonstration.

i) Soit M un sous-ensemble ouvert, convexe non vide de E tel que 0 € M, cest a dire que
(M contient l'origine).
Soit p : E — [0, 4o0[ la fonction définie par :

p(z) = inf{ > o,% € M}, pour tout z € E. (2.11)

Supposons que p possede la propriété suivante :
il existe une constante C' telle que 0 < p(x) < C||z||, pour tout z € £ :

M={z e E:p(z) <1}
La fonction p vérifie les deux propriétés suivantes :
1. p(ax) = ap(x),YVa > 0,Vx € E.
2. p(z+y) <p(x)+ply),Vz,y € E.
Comme M est un ouvert et 0 € M, alors il existe » > 0 tel que B(0,r) C M.

OnaVz € E,V3 > M : % € B(0,r) (donc H%H < r et alors % e M.
T
D’ou,
p(x) = inf{8 > 0;% € M} <inf{8 > ”f‘} = HQ:H
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Alors,
1
0 <p(z) <Clz|,Vz € E, avec C = —.
T
Soit x € M , alors comme M est un ouvert, il existe 6 > 0 tel que (1 + d)x € M.
Ainsi,
(1) =inf{B>0: % e M} < — <1
=1in P = — .
P "B — 14946
Réciproquement :
Soit z € E tel que p(z) < 1.
Alors,
E|0<B<1telque:%6M.
Comme M est convexe et 0 € M , alors
x
x:(ﬂg—s—(l—ﬁ)O)GM.
Par conséquent
M={ze E:p(z) <1}
OnaVa >0etVz e E,
~ ox ar T
plax) =inf{f >0, — € M} =inf{af >, — = - € M} = ap(z).
(ax) { 5 } { of B ¥ (z)
En outre, p(0) = 0.
Ainsi
plax) = ap(z), YVa > 0 et Vx € E. (2.12)
Finalement, soient z,y € F et ¢ > 0, alors d’apres la propriété (2.12), on a
x p(z)
= < 1.
Pom+e) e+
Donc
e M et i e M.
p(x) +¢ ply) +¢
Comme M est convexe, alors
p 0
T+ eEM, Vo< pu<l.
p(x)+e  ply) +e
On choisit
= p)te g
p(z) +p(y) +¢
alors,
1
x+y) e M.
@ +p 2 Y
Par conséquent,
p(z+y) <p(x)+py) + 2.
Ainsi,
p(z+y) <p(x)+p(y), Ve > 0. (2.13)

Ce qui montre que p est sous-linéaire.
ii) Soit M un sous-ensemble ouvert non vide, convexe de E, et yo ¢ M.
Alors,

If € E': f(x) < f(yo), pour tout z € M.
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Supposons que 0 € M.
Soit p: E — [0, +o0[ est définie comme (2.11).
Soit F' = Span{yo}, (yo # 0 car 0 € Metyo ¢ M).
Soit
f() F— R,

I'application définie par :

folayo) = o, Va € R.
Alors,

foly) <ply), Yy € F,
et

folayo) = a < ap(yo) = p(ayo), pour tout a > 0,

(d’apres 1), p(yo) > 1 car yo ¢ M), et
flogo) = a <0 < playy), pour tout o < 0,

(d’apres i), p(y) > y pour tout y € E).
Comme p est sous-linéaire d’apres i), le théoréme de Hahn-Banach (forme analytique), montre
qu’il existe une application f : E — R, f # 0 telle que

f(vo) = fo(yo) =1et f(x) <p(z), pourtout x € E.
De plus, I'inégalité p(x) < C||z|| pour tout x € E établie dans i) implique que :
f(z) < p(@) < Cllall et — f(x) < p(~2) < Cllz], pour tout = ¢ E.

Ainsi
| flx) [<Clz |, vz € E,
c’est a dire que f est continue.
Donc f € F'.
De plus, on a :
g(x) <p(x) <1= folyo) = f(y), pour tout = € M,

(d’apres i) p(z) < 1 pour tout x € M). Ainsi I'assertion est prouvée si 0 € M.
Dans la suite, supposons que 0 ¢ M.
On choisit un certain zp € M et on pose :

M:{x—wer;xeM}et%:yo—xo. (2.149)

Comme 0 € M et Yo ¢ M, alors en vertu (2.14) on conclut qu’il existe f € E’ telle que :
F(%) < f(io), pour tout T € M.

Comme f est linéaire, donc f(z) < f(yo) pour tout z € M.

iii) Finalement, soit A un sous-ensemble ouvert non vide et convexe de E et soit B un sous-
ensemble non vide et convexe de E tels que AN B = () ( comme 'ennoncé du théoréme).
On définit ’ensemble M comme suit :

M:yLeJB{:U—yEE::UEA}.

On a M est un ouvert car il est union des ouverts, et M est aussi convexe. En effet :
Soit z; = x; —y; € C avecx; € Aety; € Bpouri=1,2.
Comme

pr1 + (1 — p)zg € A et uy; + (1 — p)y2 € B pour tout 0 < p < 1,
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et comme A et B sont tous les deux convexes, alors on conclut que,
pz1 + (1= p)ze = [pzy + (1 — p)ao] — [pyr + (1 — p)ye] € M, pour tout 0 < p < 1.

Finalement, comme AN B = (), alors 0 ¢ M .
D’apreés ii),
df € E', f # 0 telle que : f(z) < f(0) =0, pour tout z € M,

olz=x—yavecr € Aety € B.
En d’autre terme,

f(z) < f(y) pour tout z € A et pour tout y € B.
Par conséquent,

JdyeRtelque: f(z) <y < ingf(y), pour tout z € A.
ye
Ce qui achéve la démonstration. O

2.3.3 Deuxieéme forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach

Théoréme 2.5

Soit E un espace vectoriel réel et Soient A et K deux sous-ensembles non vides, tels
que :

1) A est fermé et convexe.

2) K est compact et convexe tel que AN K = ().

Alors il existe f € E', f #0,v € Retd > 0 tels que :

flx)<y—0<v+6< f(y), pour tout = € A,y € K.

Autrement dit, A et B sont séparés au sens strict par un hyperplan fermé.

Démonstration.

Pour tout r > 0, on pose :

A, = U B(z,r) et K, = U B(y,r).

€A yeK

Alors les deux ensembles A, et K. sont ouverts non vides et convexes. De plus, il existe rg > 0
tel que
A, N K, =0 pour tout r < rq. (2.15)

On montre (2.15) par I'absurde.
Supposons qu’il existe x,, € Aety, € K, n > 1 tels que :

Zp + Uy = Y + w, pour tout n>1et v, —0et w, — 0 quand n — +oo.

Comme l'ensemble K est compact, alors il existe une sous-suite (y,, ) qui converge dans K.

Donc la sous-suite (z,, ) converge aussi dans £ et i lim z,, € A car A est fermé.
——+o00

Ainsi lim x,, = klim Yn, € AN K. Ce qui contredit le fait que AN B = .
—+00

k—-+o00
Donc d’apres le théoreme 2.4, les deux ensembles A, et B,, sont séparés par un hyperplan,

c’est-a-dire qu’il existe f € E', f #0 et~ € R tels que :

f(z+v) <~v < f(y+w) pour tout = € A,y € K et pour tout v,w € E avec |jv]| = ||w| = ro.
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Ainsi

f@)+rolllll = f(z)+ sup I(v) <v < f(y)+ inf f(w) = f(y)—rollf| pourtout =€ A,y e B.

lvll=ro lwll=ro

Comme f # 0, on peut prendre § = ro| f|l.
La preuve est achevée. O]

Corollaire 2.6.

Soit E vectoriel normé et soit M C E un sous-espace vectoriel de E tel que M # E.
Alors, il existe
df € E', f # 0 telle que : (f,z) =0, Vo € M.

Démonstration.

Soit 29 € E, 19 ¢ M. Appliquons le théoréme 2.5 avec A = M et B = {z¢}.
Alors il existe f € E’ et f # 0 telle que 'hyperplan H d’équation [f = «] sépare au sens strict
M et {l’o}
Ona:
(f,x) < a<(f,xo), YVx € M.

Par conséquent,
comme A(f,z) < a pourtout A € R,ona:

(f,x) =0, Yz € M.

Remarque 2.3.
L’intérét du corollaire 2.6 est qu'on l'utilise pour montrer qu’un sous espace vectoriel

M de E est dense dans F (c’est a dire que M = E).
Et pour cela on utilise le résultat suivant :

M=EesM!'={0}ouM!t={fcE:(fz)=0 Vze M}

2.4 Exercices

Exercice 2.1.

1. On considére L’espace de Banach L*>(0,1) muni de la norme || . ||o0, définie par :
I f lloo="sup [f(2)],
zete(0,1]

et le sous-espace C([O, 1]) formé des fonctions continues.
a) Montrer que Uopérateur T : C([0,1]) — R, défini par :
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est linéaire et continue, puis calculer || T ||.
b) En déduire qu’il existe une forme linéaire continue T : L*°(0,1) — R qui vérifie :

| T |=1etT(f)=T(f) VfeC([o,1]).

2. On considére Uespace de Banach L'(0,1) muni de la norme || . |1, définie par :
1
17 1= [ Irae
1

a) Soit g € L'(0,1). On pose Ly(f) = / f(t)g(t)dt.

0
- Montrer que L est une forme linéaire continue sur L>(0, 1).
b) On considére La suite de fonctions continues ( f,),, définie par :

0 sio 0<t<1-41
— — v = n’
f”(t)_{ nt—(n—1) si 1-1<t<1.

- Montrer que Ly(f,) — 0 lorsque n — +oc.
¢) En déduire qu’il nexiste pas g € L'(0, 1) tel que :

T(f) = Lg(f) VfeL>(0,1).

Exercice 2.2.

Soit E un espace de Banach réel.

Soitx € E,x # 0.

- Montrer qu'il existe T € E' tel que Tz =| z |g et | T ||p= 1.

Indication : On peut définir T sur la droite engendrée par x et puis on utilise le théoréme
de prolongement de Hahn-Banach.

Exercice 2.3.
Soit E un espace de Banach sur R et E' son dual topologique . Soit x € E tel que x # 0.
1. Montrer qu'il existe f € E’ telle que || f||pr = 1 et f(z) = ||z|| g
2. Soit F un espace de Banach sur R tel que F est réflexif et g € F'. Montrer qu’il existe
y e F,y#0tel que:
9() = llylellglle-
3. Soit G = {x = (Tp)n>1, @ €R, z, — 0}.
On munit G de la norme,
]| = sup | 2y | .
n>1
On rappelle que G muni de la norme précédente est un espace de Banach sur R.
a) On définit sur G une forme linéaire g par :
400 T
k
9(x) =Y gy
k=1
- Montrer que g € G’ et ||g|lcr = 2.

b) Montrer qu’il n’existe pas x € G qui vérifie :

g(x) =2z fla -
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| ¢ En déduire que G n’est pas réflexif

Exercice 2.4.
Soient E un espace de Banach sur R et M un sous-espace vectoriel de E et = € FE.
Montrer que :

(:cgéﬂ) — (EIfEE/ tel que f(x)#0et f(y) =0, Vy e M)

Exercice 2.5.
Soit E un espace vectoriel normé et soient x,y € E tels que x # y.
Montrer qu'il existe f € E’ telle que

(fsz) # (f,v).

Exercice 2.6.

Soit E un espace de Banach et ( f,,)nen une suite de E'.

On suppose que pour tout x € E la limite lirf fn(x) = f(x) existe.
n—-+0o0

- Montrer que f est une forme linéaire continue sue E, c’est a dire que f € E'.

On désigne par Bg(0,1) = {z € E : ||z|| < 1} la boule unité fermée de E.
- Montrer que :
(fn)nen est convergente dans E' <= la suite ({f,, z))nen est uniformément convergente dans Bg(0,1).

Exercice 2.8.

Soit E un espace vectoriel normé et xg € E.

On suppose que pour tout f € E' tel que || f||gr = 1, on a |(f,zo)| < 1.
- Montrer que ||zg||p < 1.

Exercice 2.9.
Soit E un espace vectoriel normé et f € E' et soit T € L(E).
- Montrer que :

17| = sup (T, f)]-
lellz=1, 1]l z=1

Exercice 2.10.
Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-ensemble quelconque de E.

OnposeMl:{feE’:<f,x>:0, VxeM}.

1) Montrer que M~ est un sous-espace vectoriel de E'.
2) Supposons que E est un espace de Hilbert.

- Que peut-on dire de M~ ?

3) Soit M un sous-espace de F.

- Montrer que :

Exercice 2.7.
Soit E un espace vectoriel normé et soit une suite (fy,)nen de E'.

M:{xEE:(f,a:>:0, erMl}.
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Exercice 2.11.
Soit E un espace vectoriel normé.

Supposons que xy € E tel que |f(xzg)| < C (ou C une constante positive ) , pour tout

feEet|fll =1
- Montrer que ||zo| < C.

Exercice 2.12.
Soit E un espace vectoriel normé et { f1, fa,...., f[p} C E' une famille libre.
- Montrer que Uapplication T : E — CP définie par :

To = (i), o), s fo() ).

est surjective.

Exercice 2.13.
Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel normé de E.
1) Montrer que

M= {mker(f) feR etMcker(f)}.

2) En déduire que M est dense dans E si et seulement si toute forme linéaire continue sur

E qui s’annule sur M s’annule sur F.

On consideére Uopérateur T : E — C défini par :

1
T(f) = /0 £(t) dt.

1) Montrer que T' € E’ et calculer || T || g
2) Existe-t-il f € E'telque ||f||=1etT(f) = |T||g?

Exercice 2.15.
Soit,

E= {CE = (l'n)neN* : 7L1g1<!1* Tn = 0}7

muni de sa norme usuelle,
|z|| = sup |z,
neN*

On consideére Uopérateur T : £ — C défini par :

+00 x
T(z) = 2—2

n=1

1) Montrer que T' € E' et calculer | T || g
2) Existe-t-il x € E tel que ||z|| =1et T(x) = ||T||g ?

Exercice 2.14.
Soit = {f e 0([0,1]) : £(0) = o} muni de la norme || f|| = sup |f(1)].
0<t<1
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Exercice 2.16.

Soit E un espace vectoriel normé et soit I un ensemble d’indices.

Soit (ﬂfi)igj C Eet (Oéi)iel C R.

- Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) H existe f € E' tel que f(x;) = o, Vi € L.

2) Il existe une constante C' > 0 telle que V.J C I, V(5;)ics C R, ona:

1> Bl <C|1 Y Byl
ieJ ie

- Montrer que Uon peut choisir f € E’ avec || f||p < C dans Uimplication 2) = 1).

Exercice 2.17.
Soit E = R"™. On pose :

L= {x = (z1,22, ..., tp) ER" z; > 0, Vi = 1,2, ,n}

Soit M un sous-espace vectoriel de E tel que M N L = {0}.
- Montrer qu’il existe un hyperplan H de E tel que M C H et HN L = {0}.
(Indication : On peut commencer par prouver que M N L = ().

Exercice 2.18.

Soit E un espace vectoriel normé et f € E' avec f # 0.
On considére Uhyperplan H d’équation [f = 0].

Le but de cet exercice est d’établir Uégalité suivante :

ver:aaﬂyzggm—ynzKﬁ?V (2.16)

1) veérifier que :
[(f,2)| < | f|l d(=,H), Yz € E.

2) Soituw € E, u ¢ H ; en supposant que y = x — gﬂjiu e H.
, U
- Montrer que
|(f,2)]|
d(z,H) < |lu||, Vo € E.
[(f,w)

3) Démontrer (2.16).

Exercice 2.19.
Soit E = c([o, 1],<c).
On désigne par E; Uespace £ muni de la norme

[flloo = sup [f(#)],
0<t<1

et on note Es Uespace E muni de la norme

1
1]l = /0 ()] dt.
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On consideére Uapplication A : E — C définie par :

Af:/oltf(t) dt.

1) Montrer que A € Ef et A € Ej.

- Calculer || A |[g; et || A gy

- Existe-t-il f € E avec ||f|| = 1et ||Af]| = ||A| ? Autrement dit, || A|| est-elle atteinte ?
2) Soit g € E. On définit Uapplication A, : By — C par :

1
Aot = [ at0re) at

- Montrer que A, € E) et calculer || A ||.
- || Ag || est-t-elle atteinte ?.
Meéme question si A, € F.
3) Soit Uopérateur T : E — C défini par :

_ [T
A v

- Montrer que T est bien défini sur FE.
- Montrer que T n’est pas continu.

Exercice 2.20.
Soit E un espace vectoriel normé et soit K une partie convexe de E avec 0 € K.
On pose

Klz{fEE’:Va:EK:<f,x>§1}et

Ky={yeE:vfeki:(fy) <1}
- Montrer que K = Ko.

Exercice 2.21.
Soit E = C|( [0, 1]) muni de la norme de convergence uniforme || f|c = sup |f(x)|.
0<z<L1

1) On pose :
X:{feE:f(x)>O, \me[o,l]}.

- Montrer que X est un ouvert convexe de F.
2) Soit,
1 1
Fz{gEE:g(—):——, VnEN*}.
n n
- Montrer qu’il existent p € E' et o € R tels que :

o(g) Ca<p(f), VfeX,VgeF.

Exercice 2.22.
Soit
S = {f € L°(R) : 3 Q un ouvert de R tel que f(x) =0 p.p. x € Q}

Onpose:1=(1,1,1,...).
1) Montrer que S est un sous-espace vectoriel de L>°(R).
2) Montrer que |1 — f||oo > 1 pour toute f € S.
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3) En déduire qu’il existe ¢ € (L (R))’ telle que p = 0 sur S et p(1) = 1.
(Indication : on construit une forme linéaire continue de norme 1 sur le sous-espace
vectoriel engendré par S et 1 ).

Exercice 2.23.
On consideére Uespace

[*° = {x = (Tn)neN, Tn € Ret (z,) est borne’e}.
Soit x = (x1, w2, x3,....) € [°°. On définit Uopérateur T sur [*° par :
Tr = (9,23, ....).

1) Soit M le sous-espace vectoriel de Uespace réel [*° formé par les vecteurs x — & pour
x €™,

Onnote 1 = (1,1,1,....).

- Montrer que dis(1, M) = 1.

2) Montrer qu’il existe une forme linéaire continue L sur [*° telle que :

|L|| = 1 et L(z) = L(Z) pour tout x € [*°.

Exercice 2.24.
1) Soit X un espace vectoriel normé.
On consideére une forme linéaire T sur X.

- Montrer que : (T est continue sur X) = (ker(T) estfermé).

2) Soit E un espace vectoriel sur R localement convexe et soit ¢ : E — R une forme
linéaire telle que p # 0.

a) On suppose que H = ker ¢ est fermé dans E.

- Montrer qu’il existe 1) € E’ telle que v # 0 et ¢ = 0 sur H.

(Indication : On utilise le théoréme de Hahn-Banach forme géométrique, en séparant H
d’'un point a € E\H).

- Montrer que ¢ est continue.

b) Montrer que si ¢ n’est pas continue alors ker(y) = E.

Exercice 2.25.
1) Soit E un espace de Banach réel et E' son dual.
Soient p, 1) € E' telles que ||¢| = ||¢| = 1.
Soit € > 0 tel que
lp(z)| < e, Vo € kerNBg,

ol B, est la boule unité fermée de E.
a) On pose p1 = ¢ |kery (la restriction de ¢ sur ker)).
- En utilisant 1, montrer que :

Jpe E etacRtelsque ||p|| <cetp—o=ayp

b) Montrer que ‘1 — |a|’ < e (on rappelle que |¢|| = ||| = 1).

¢) En déduire que [l + | < e ou ¢ — 9| <e.
(Indication : On sépare les cas o > 0 et o < 0).
Soit E un espace de Banach.
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On dit qu’un sous-espace vectoriel fermé N de E’ est normant si
Jda > 0 tel que : sup {|f(;z:)|, feNN BE/} > allz||, Yz € E.

2) On suppose que E est un espace de Banach sur R.
Soit 1) € E"\E et soit 6 = dist(¢, E) > 0.
- Montrer qu’il n’existe pas xo € E tel que :

ol = Let sup {|£(z0)], f € kerv:n By} < 4||5w||

Indication : On utilise 1) c).
- Conclusion.

Exercice 2.26.

Le but de cet exercice est de montrer qu’en dimension infinie, on ne peut pas séparer deux

convexes fermés.
Soit Uespace de Banach

+oo
It = {x = (Zn)nen+ C R tel que Z |zn| < —I-oo},

n=1

muni de la norme,
“+oo
]l = fal-
n=1

On considere les ensembles suivants :
A= {a; = (Tn)nen €112 Yn € N* 1 29, = O} et
Lon—
B = {x = (Tp)nen €112 Yn € N* @ 9, = 2271n 1}.
1) Montrer que A et B sont deux sous-espaces fermés de ' et que I' = A + B.
2) Soit y = (Yn)nen+ € I tel que

Vn € N* : Yon—1 = 0 et ys, = on’

-Montrerquey¢A+BetquesiD:A—c:{a—c,aeA}, onaDNB=g.

- Montrer que D et B ne peuvent pas étre séparés au sens large.

Université de Médéa 2021-2022

Rafa Said



CHAPITRE 3

THEOREME DE BAIRE, THEOREME DE BANACH-STEINHAUS

3.1 Théoreme de Baire

Soit E un espace topologique ; un ouvert U de E est dense dans F si et seulement si le
fermé complémentaire U¢ est d’intérieur vide. Si on a un nombre fini d’ouverts denses, on
vérifie facilement de proche en proche que U; N Uz N ... N U, est encore un ouvert dense. Le
théoréme de Baire donne un cas ou cette propriété triviale d’intersection finie peut s’étendre
aux suites d’ouverts denses.

Théoréme 3.1

(Théoréeme de Baire)
Soit E un espace métrique complet; si (U,),en est une suite de parties ouvertes et
denses dans F, alors l'intersection ﬂ U, est dense dans 'espace F.
neN

Démonstration.

Soit (U, )nen une suite d’ouverts denses de F, soit V une partie ouverte non vide de F, on

doit montrer que ﬂ U,NV #a.

neN
Comme Uj est dense alors Uy NV # & et on peut choisir un point xg € V N U .

Puisque V N Uy est ouvert, alors il existe un nombre ry > 0, que I'on peut choisir inférieur ou
égal a 1, tel que la boule ouverte B(z¢;2r9) C V N Uj.
Par récurrence sur n € N, on construit une suite (z,,) C E et une suite (r,) C R tels que

1
Tn S 277
et tels que :
Vn € N, B(xy;2ry) C Uy N B(Tp—1;Tn-1)-
En effet,

supposons que z,, et r, construits, comme U, est dense alors,
241 € Uppa N B(xn; Tn)-

Comme U,,4+1 N B(zy;r,) est ouvert alors,

Frpeq telque 0 < rppq < et B(zp+12rn+1) C Upt1 N B(xy, 2ry).

2n71
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Notons maintenant B,, la boule fermée de centre z,, et de rayon r,,. On a :
Bni1 C B(xpt1,2rn41) C B(zp, ) C By,

Comme l'espace FE est complet et que les ensembles B,, sont fermés, décroissants, non vides
et qu’aussi leur diamétre tend vers 0, on a

ﬂ B, #+ @.
neN
Par construction on a
N Bacva( )
neN neN
Ce qui montre que
VN ( N Un> 4.
neN

Théoréme 3.2

(Théoreme de Baire)
Soit (E,d) un espace métrique complet. Soit (F},),cn une suite des sous-ensembles
fermés de E tels que F,, = () pour tout n € N. Alors

(Ur) =t

neN

ou ( U Fn> est l'interieur de U F,.

neN neN

Démonstration.

° C

F,=0=E=F:=F,".

On pose :
O, =F;.
On a O,, est dense dans E.
Soit
0= () 0.
n>0
Ona:

( U Fn)o = () & O est dense dans E.

neN

Donc il suffit de montrer que O est un ensemble dense dans E.

En d’autre terme, on montre que I'intersection de O avec tout ouvert de F est non vide.
Soit Q un ouvert non vide de E. on veut montrer que Q2 N O # (.

Utilisons le théoréme des boules emboitées.

Soit zg € Q et rg > 0 tels que B(wg, o) C 2 (puisque ) est un ouvert).

.. — T — —
On choisit z; € O, N B($0,7“0) etr; >0,0<r < 50 et B(:Ul,Tl) C B(ZCo,To) N Os.
Par récurrence on construit une suite qui vérifie les mémes conditions, on obtient une suite
(Tn)nen, rn > 0 avec z,, € E.
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B(zpi1,Tne1) Cf(xn,rn) N Ony 0 < Tpg1 < T
Donc les boules B(z;, ;) sont emboitées.
La suite (z,,)nen est de Cauchy car,

Ve > 0,IN. e N,Vp > g > N. = d(zp,zq) < e = rp(i)p_l'

Comme l'espace (FE, d) est complet, la suite (x,),en est convergente vers une limite que 'on
note z.
Comme les boules B(z;, ;) sont emboitées alors,

Vp € N: z,4p € B(xy, ry) pour tout n € N.

lim 2,4, =« € B(zy,,r,) pour tout n € N.
p—r—+00

Donc on a aussi x € B(xy, r,) N Oy, pour tout n € N. C’est a dire que = € O.

x € Q) puisque B(xg,79) C 2N O1. Etdonc QN O # ().

ce qui signifie que O est dense dans E.

La démonstration est achevée. O

Corollaire 3.1.
Soit (E,d) un espace métrique complet. (E # ().

On considére la suite des sous-ensembles fermés (F,,)pen de E.
Supposons que E = U F,. Alors il existe ng € N tel que F:LO # (), en réalité on peut méme dire

neN
que U F,, est dense dans F.
neN
Démonstration.

Montrons par I'absurde. c’est-a-dire qu’on suppose que E,=10 pour tout n € N,
Comme F = U F,, alors d’apres le théoréme 3.2,

neN
(UFn)O:Q):E:E:Q).

neN

Ce qui est impossible car E # (). O
3.2 Théoreme de Banach-Steinhaus

Théoréme 3.3

(Théoreme de Banach-Steinhaus)

Soient (E, ||.|z) un espace de Banach et (F,||.||r) un espace vectoriel normé quel-
conque.
On considére la famille d’opérateurs (A;);c; telle que A; € L(E, F), pour tout i € I.
C’est-a-dire que :

A; : E — F est linéaire continu pour tout ¢ € I.

On suppose que
3C, > 0,Vz € E :sup ||Ai(2)||r < Cp < 400,
i€l
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alors,
1C > 0: sup HAlHL(E,F) < C < +o0.
iel

C’est-a-dire que la famille d’opérateurs (A4;);c; est uniformément bornée.

Remarque 3.1.

Le théoréme de Banach-Steinhaus est dit aussi théoreme de principe de la borne
uniforme.

Démonstration.

Rappels :

1. A: FE — F estlinéaire continu < 3C > 0: sup ||Az||r < C, Vx € E.
llzll<1

2. L(E, F) est espace vectoriel normé muni de la norme suivante :

IAllL(e,F) = sup [|Az|F.
el

3. Si F est de Banach, alors I'espace L(E, F') est de Banach.

On commence la démonstration du théoreme 3.3.
Pourn > 1, on pose :
Gnp={z € E:|Ax|r <n,Viel}

On va appliquer le théoreme de Baire.
G, # () car 0 € G,, (puisque A; est linéaire).
L’ensemble G,, est fermé. En effet :
Gn = ﬂGni ou G, = {z € E : ||Aiz| < netiestfixé} est fermé car il est 'image
i€l
réciproqeue d’un ensemble fermé par une application continue.
D’apres 'hypothese du théoreme, £ = U Gn.
n>1
En vertu du théoréme de Baire 3.1, il existe ng € N : Gno # 0.
Gn0 # (), donc il existe xy € Gn0 etr >0 tels que B(xzg,r) C Gp,-
D’apres la définition de Gy,,, on a :

|Aiz||r < no,Vi € I,V € B(xo,r).

Comme B(zg,r) = zo +rB(0,r) (car B(zo,r) est convexe), on pose x = xg + 7z.
Donc,
|Ai(zo +72)||F < no, Vz € B(0,1), Vi € I.

Ona:
Viel:|Az] < (||A xollp +mno), Vz:i|z|| <1

Donc,
o

2
Viel:|Az] <22 =c
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Corollaire 3.2.

Soient FE et I deux espaces de Banach.
On considére la famille d'opérateurs (A, )nen telle que A,, € L(E, F') pour tout n € N.
On suppose que Vz € E : A, (x) — A(zx) lorsque n — +oo. Alors

1. sup || An| Ler) < C.
neN

2. Ac L(E,F).

3. [|A]l < lim|| Ayl

Démonstration.

1. Comme la suite (A, (z)),ecn est convergente dans F', alors elle est bornée. Donc,

3C; > 0, pour tout z € E : sup ||A,(2)| < Cy.
neN

En vertu du théoréme de Banach-Steinhaus 3.3,

3C > O telle que :sup || An|lpg,F) < C.
neN

En d’autre terme il existe C' > 0 telle que :
[An(x)|| < C|lz|, V& € E.

2. Comme A, est linéaire, alors A est linéaire (la linéarité de la limite).
D’autre parton a :
[An(2)|| < Cllz]| = |A(z) < O

Par conséquent A est continu.
Dou A € L(E,F).
3.0na:
[An(@)|lF < | AnllLz,F)llz]l, V0 € N,V2 € E,

(car A, est linéaire continu), et donc (||A,||) est bornée.
Alors,
JA]l < Lim[| A, |-

Proposition 3.1

Soient F un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. On considere la famille
d’opérateurs (A, )nen telle que A,, € L(E,F) pour tout n € N et on considére A €
L(E,F).

Alors on a I'équivalence suivante :
(An(az) = A(z), Yz € E) —

L sup [|[An| Le,r) < C <0
neN

et
2. Ap(z) = A(x), Vo € M, telque M =F
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Démonstration.

i) La condition est nécessaire :
Supposons que A,(z) — A(z), Vo € E. Alors la suite (A4,,(z)),en est bornée. Et d’apres le
théoreme de Banach-Steinhaus (|| 4,,||) est bornée.
ii) La condition est suffisante :
Ona: M = E.Soitx € E.
Alors,
Ve >0,3z. € M : ||z — x| <e.

D’autre part, on a :
[Anz — Az|| < |Anz — Apae|| + [[Anze — Az + [|Aze — Az|| < [[Anl[|z — e + [|Anze -
Aze|| + [ Alllle — el < Clle — 2|l + [|Anwe — Aze|| + | A]l[l2 — e[| = €.

O

3.3 Exercices

Exercice 3.1.
Soit lUespace,
Co = {z = (Tn)nen+, Tn € R, x,, = 0 quand n — +oo},

muni de la norme :

[z]] = sup |zn].
neN*
Soit o = (o )nen qui vérifie :
+o0
Vo = (zp)nen+ € Co : Zanxn < +o00.
n=0
On considére Uespace,
+oo
ll(R) = {y = (yn)ayn € R, Z |yn’ < +OO}.
n=0
Montrer que a € I*(R).
Exercice 3.2.
On consideére Uespace de Hilbert,
+oo
H=1C) = {2 = (&n)nenr, 20 € C: Y _ |zn|* < 400},
n=1

muni du produit scalaire,

—+00
(l’, y) = Z TnlYn
n=1
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et la norme induite
+oo 1
21\ 2
el = (D lwal?) ™.
n=1
On considére la suite réelle « = (o, )nen+ qui vérifie :

+0o0
V§€H:Zan§n<+oo.

n=1

- Montrer que o € 12,

Exercice 3.3.

1) Soit E un espace de Banach et (F,),cn+ une suite de fermés de E tels que

E= F,.
neN*
- Montrer que U E,, est un ouvert dense dans E.
neN*
(Indication : On peut poser U = U F), et on considére G,, = F,, N (E\DU).
neN*
2) Soient E, F' deux espaces de Banflch et (fn)nen+ une suite de fonctions continues de £
dans F.

Pour k € N* et n € N*, on pose :
1
Fon =1z € B:Vp,g 2 n: | fp(x) = fo(2)| < £}
- Montrer que Fy, ,, est fermé et que Uy, = UneN*F;;m et un ouvert dans E.
- En déduire que f est continue sur un ensemble dense dans E.

3) Soit f € C(R) dérivable.
- Montrer que f' est continue sur une partie dense dans E.

Exercice 3.4.

Soit 1 < p < +o0.
On consideére Uespace :

+00
H=1={z=(n)nen Tn € C: Y |a,|P < +oo}
n=1
muni de la norme,
+oo 1
Joll = (3 lwal?)".
n=1

On considére la suite réelle o = (o, )nen+ qui veérifie :

+0o0
V§€H:Zan§n<+oo.

n=1
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S . p s g 1 1
Soit q Uexposant conjugué de p, c’est a dire que — + — = 1.
p q
- Montrer que o € 4.
Exercice 3.5.

Soit Uespace,
“+o00

P ={& = (@a)ner s 70 €C, Y [ml? < +o0},

n=0

400 1
lall = (D lwal?) "
n=0

1 1
On note q le conjugué de p (i.e —+ — =1).
p q

muni de la norme

—+00
Soit a = (an)neny C R telle que la série Z an Ty converge YV = (xy)nen € IP.
n=0
- Montrer que a € 9.
Exercice 3.6.
On considere les deux espaces,
F =10

E= {x = (zp)ren € I? : z = 0 sauf pour un nombre fini de k}
Soit la famille d’opérateurs (1)) telle que T,, : E — F défini par :

0 si k#mn,
NIy si  k=n.

Tn(x) =Ty ((xk)k) = {

1) Montrer que la famille (T,,) vérifie les hypothéses du théoréme de Banach-Steinhaus.
2) - Montrer que la conclusion du théoréme de Banach-Steinhaus n’est pas vérifiée.
- Justifier votre réponse.

Exercice 3.7.

+o0
Soit © = (zy,) C C telle que la série Z TnYn SOIt convergente pour tout
n=0
y=(yn) € (1 <p< +00).
1) Pour tout entier N, on considére la forme linéaire Ty sur IP, i.e Ty : IP — C, définie
par:

N
TN(y) = Z TnlYn-
n=0

- En utilisant Uinégalité de Holder, calculer la norme de Ty.

. . . P 11
2) En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus, en déduire que x € 19 ot — + — = 1.
b q

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices 65

+oo
3) On pose T'(y) = Z T Yn.
0

n=
- Calculer lim (T —Ty).
N—4o00

Exercice 3.8.

On consideére lespace,

+oo
It = {:c = (Tn)nen : Tn € Cet Z || < +oo}.

n=0

Soit (An)nen une suite de nombres complexes telle que pour tout © = (x,)nen € 1Y, la
+oo

série E Any, converge.

n=0
- Montrer que :

sup | Ap| < +o0.
neN

Exercice 3.9.

Soit E un espace de Banach et (xy,)nen une suite de E telle que la suite (f(:cn)) N
ne

est bornée pour tout f € F'.
- Montrer que (||xy||)nen est bornée.

‘ Exercice 3.10.

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit (T),),cn une suite de L(E, F).
- Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
D) (||T]))nen est bornée.
i) (|| Tz )nen est bornée, pour tout x € E.
iit) (|lg(Tn)l),,cp est bornée, pour tout x € E et pour tout g € F.

Exercice 3.11.

Soit F un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. On considére une famille
d’opérateurs (T,,)nen de L(E, F), telle que (Tnx))neN est une suite de Cauchy dans F'
pour tout ¢ € E.

- Montrer que (|15 ||)nen est bornée.

Exercice 3.12.

Soit E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé complet.
On considére une famille d’'opérateurs (T,,)nen de L(E, F), telle que (T,x)) o €st une
suite de Cauchy dans F pour tout x € E.
- Montrer que T,,x — Tz lorsque n — +o00, ou T € L(E, F).
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Exercice 3.13.
Soit Uespace,
Co = {z = (xn)nen*, xn € C, z, — 0 quand n — +o00}.

Cy est un sous-espace de [*°.

+oo
Soit y = (yy,) telle que y,, € C et la série Z ZTnyn est convergente Vr = (x,) € C).
n=0
+oo
- Montrer que la série Z |yn| est convergente.
n=0

Banach (n’est pas complet).
1) Rappeler de fagon précise l'énoncé du théoréme de Banach-Steinhaus.
2) On considere Uespace vectoriel normé (U'espace des suites a support fini.)

E =Cy(C) = {x = (Zn)neN, Tn € C telle que IN € N: z,, = 0,Vn > N}

muni de la norme ||x||oo = sup |z,|.
neN
Soit Uopérateur T, : E — C défini par :

n
Thx = Z kxy avec x = (z,) € E.
k=1

a) Montrer que T, € E'.

b) Montrer que la suite numérique (T,,x),cn est bornée pour tout x € E.
¢) Montrer que la famille d’opérateurs (T),),cn n'est pas bornée.

d) Conclusion.

Exercice 3.15.

Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé. On consideére la famille
d’opérateurs (Ay)nen telle que A, € L(E,F) pour tout n € N et on considére A €
L(E,F).

Montrer qu’on a Uéquivalence suivante :
(An(:z:) = A(z), Yz € E) —

L sup [[An|Lmr) < C <0
neN

et
2. Ap(z) = A(z), Vo € M, telque M =FE

Exercice 3.14.
Dans cet exercice on va montrer que Uespace E = Cy(C) défini ci-dessous n’est pas de
‘ Exercice 3.16.
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Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé.
On considére une suite d'opérateurs bornés T,, : E — F telle que :

sup ||T,| = +oo.
neN
- Montrer qu’il existe xo € E tel que :

sup || T (o) = +00
neN

Exercice 3.17.

Soit (E, ||.||) un espace de Banach et on considére une suite ( f,,)ncn de E'.
On suppose que 1ir$1 fn(x) existe pour tout = € E.
n—-—+0oo

On pose pour tout x € E
- Montrer que g € E'.

Exercice 3.18.

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et soit S un sous-ensemble de E.

- Montrer que S est borné dans (E, ||.||) si et seulement si sup | f(z)| = 400, Vf € E'.
zesS

Exercice 3.19.

Soient (E, ||.|g) un espace de Banach et (F, ||.|r) un espace vectoriel normé, et soit S
un sous-ensemble de L(E, F).

Si pour tout x € E, Uensemble {Tm;T € S} est borné dans (F,||.|r), montrer qu'il
existe une constante positive C' > 0 telle que

|Tz||r < C||x||g, pour tout x € E et pour tout T € S.

Exercice 3.20.

On consideére Uespace de Hilbert

—+00
H = {z = (za)new, 7 € C: Y |zy|* < +o00}
n=1
muni du produit scalaire,
+oo
(x, y) = Z TnYn,
n=1
et la norme induite,
+oo 1
2
ol = (D lwal?)*.
n=1
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On considére la suite complexe av = (o, )nen+ qui Vérifie la condition suivante :

+oo
Ve e H : Z Tn Oy, €St convergente.

n=1

- Montrer que o € H.
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CHAPITRE 4

THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE, THEOREME DU
GRAPHE FERME, DUALITE, SUPPLEMENTAIRE TOPOLOGIQUE ET
RELATIONS D’ORTHOGONALITE

4.1 Théoréme de I’application ouverte

On sait que I'image d’'un ensemble ouvert par une application continue n’est pas néces-
sairement un ensemble ouvert, par contre I'image réciproque d'un ensemble ouvert par une
application continue est un ensemble ouvert. Le théoreme de I'application ouverte affirme
qu'une application linéaire continue surjective entre deux espaces de Banach est ouverte,
c’est a dire que I'image directe d’'un ensemble ouvert par cette application est ouverte.

Théoréme 4.1

Soient F et F' deux espaces de Banach et soit 7" un opérateur linéaire continu
(i.e T e L(E, F)) et surjectif de E sur F.
Alors il existe une constante C' > 0 telle que :

Br(0,¢) C T(BE(O, 1)) (4.1)

Remarque 4.1.

La propriété (4.1) entraine que 'opérateur 7" transforme tout ouvert de E en un ouvert
de F, c’est pour ca le théoréme 4.1 s’appelle théoréme de 'application ouvert.
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Démonstration. (du théoréme 4.1)
La démonstration sera divisée en deux étapes.

1¢7¢ étape :

Lemme 4.1.

Soient E et I deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continu et surjectif
de F sur F. Alors il existe une constante positive ¢ > 0 telle que :

Bp(0,2¢) C TBg(0,1). (4.2)

Démonstration.

La démonstration repose sur le théoréme de Baire.
On pose :
F, =nTBg(0,1),n € N*.

F,, est un ensemble fermé.
Comme T est surjectif, alors on a :

o0
F=|]JF,.
n=1
En effet :
oo
On montre que F' C U F,.
n=1
Soit y € F. Comme T est surjectif, alors 3x € E : Tz = y.
Ona: -
Xz Xz
— € Bg(0,1) = € TBg(0,1) pour tout € > 0.
als+e < PPON T g e € TERODP
Donc,
Tz € (||x||g +¢)TBg(0,1).
D’ot,

y =Tx € nTBg(0,1) = F,, pour tout n € N*.

Le théoréme de Baire implique qu’il existe ny € N* tel que I'intérieure de n¢g7T'Bg(0, 1) est non
vide. Donc I'intérieure de T'Bg(0, 1) est non vide.
Soie yg € F et ¢ > 0 tels que

Bp(y0,4c) C TBE(O,l), (4.3)

Yo € TBE(O, 1) — —Yo € TBE(O, 1). 4.4)

En sommant (4.3) et (4.4), on obtient :

BF(0,4C) C TBE(O, 1) + TBE(O, 1),

c’est-a-dire que Bp(0,4c) C 2T'Bg(0,1) car T Br(0, 1) est convexe.
Donc

BF(O, 26) C TBE(O, 1)

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Théoréme de I'application ouverte 71

2¢me étape :

Lemme 4.2.

Soient F et F' deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continu de E sur
F tels que Br(0,2¢c) C TBg(0,1). Alors

BF(O,C) C TBE(O, 1).

Démonstration.

Soit y € F fixé tel que ||y|| < c.
On cherche z tel que ||z||p < 1l ety = Tx.
Par hypothése on a :
BF(O, 26) C TBE(O, 1)

Ona:
—_— 1
y € Bp(0,¢) = 2y € Bp(0,2¢c) = 2y € TBg(0,1) = y € TBg(0, 5)
D’apres le lemme 4.1, on a :

1
¥e>0,3z€ B, |z|p < 5 : ly—Tzlr <e
.. 1 o
On choisit € = 2 alors il existe z; € E tel que :

1 c
leall < 5,y —Tal < <.

Ona:

& C
y—T21 € BF(0,§) ete = Z’

alors il existe zo € F tel que :

Cc

1
leall < 3. lly = T = Toall < §

Par récurrence, on construit une suite (z,),en+ telle que :

1 c
lenll < o lly = T(z1+ 22 + o+ 20l < o

o pour tout n € N*.

n
Soit z,, = Z 2z, € E. la suite (z,,) est de Cauchy, donc elle converge vers une limite x car,
k=1

n n n

1

1> zlle <D llarlle <D o
k=1 k=1 k=1

Donc (z,) est normalement convergente.

Comme F est de Banach, alors (x,,) est convergente.
Donc FE est de Banach.

Alors,

o0 o0
Z”m"HE < oo:>an < 00.
n=1 n=1
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Ona:
C

n
Jv-r =, < 5
k=1
x € Bg(0,1),||ly — Tz|| = 0.
n

r= lim z,= lim E 2k

n—+oo n—+oo 1
n n 1
1 11— 55
lzall = 1>l <Y o = 5= <L
2 21—3
k=1 k=1 2
Donc ||z|| < 1 et y = Tz puisque 'opérateur 7" est continu. O

Corollaire 4.1.

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T un opérateur linéaire continu et surjectif de E
sur F. Alors T est ouvert, c’est-a-dire que pour tout ouvert U C E, alors T(U) est un ouvert.

Démonstration.

Soit ©2 un ouvert de E et on montre que 7'(2) est un ouvert. Pour cela, on montre que 7'(2)
est un voisinage de chacun de ses points.
Soit yp € T'(€2). Alors il existe xg € Q2 tel que T'zy = yp.
Comme () est un ouvert, alors il existe » > 0 tel que Bg(zo,r) C €, cest-a-dire que
zo + Bg(0,7) C Q. Alors

T(xo+ B(0,r)) =yo+ T(Bg(0,7)) C T(Q).
En vertu de (4.1),ona:
Br(0,7¢) C T(Bg(0,r).
D’ot,
BF(yo,T'C> C T(Q)
Par conséquent 7'(2) est un ouvert. O

Corollaire 4.2. (Théoréme d’isomorphisme de Banach)

Soient E et F deux espaces de Banach et soit T' un opérateur linéaire continu et bijectif de E
sur F.
Alors, T~ ! est linéaire continu de F sur E.

Démonstration.

T est bijectif et linéaire alors 7! est linéaire (évident).
Montrons que 7! est continu.
D’apres (4.1),on a :
Jde>0: BF(O,C) C TBE(O, 1).
Ce qui implique que :
Ve e E:||Tz||r < c=||z||p < 1.
C’est-a-dire que,
(TS BF(O,C) - HJ}HE < 1.

Ona:
VeeF:z=z

c <Hz||p—|—5

elr +e . ) , pour tout € > 0.
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Donc,
P =1 (st Blee
lz||F + € c
D’ou,
Ir1 @ = ot | Il e
lzllr +ellg ¢
(674
Comme ‘ Telete|| < c alors,
’ QL | R |
lzlr+ellp

Ce qui implique que :
1T 2| < Izlle += pour tout € > 0.
C

Par conséquent
_ 1
[l PR 1 P2

D’oll la continuité de 7 1. O

Exemple 4.1.

On a le contre-exemple suivant : Soit E = [? et on considére i : 1> — [ linjection

canonique. Soit F' = i(E) muni de la norme induite par [*°. Alors i est continue, bijective

de E dans F, mais i~! : 1°° — [? n'est pas continue, c’est a dire il n'existe aucune

constante C' > 0 telle que :
1
2
(5 1o ) <Compu .
n>0 neN

Corollaire 4.3.

Soit E un espace vectoriel muni des deux normes ||.||1 et ||.||2. Supposons que (E,||.||1) et
(E, ||.||2) sont de Banach et supposons qu'il existe une constante C; > 0 telle que

[z]li < C1 > ||zl
Alors il existe une constante Cy > 0 telle que :

lz]l2 < C2 > ||z

Démonstration.

On considére 7' = Id : (E,|.||l2) — (E, ||.|[1)-
On a Id est linéaire, et d’aprés 'hypothése on a :

[zl < Cr > [l

Donc Id est continu. d’autre part on a Id = Id~!, alors d’aprés le corollaire 4.2, Id est
continu, c’est-a-dire qu’il existe une constante C telle que :

z]l2 < C2 > ||z
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4.2 Opérateur fermé et théoréeme du graphe fermé
Définition 4.1.
1) Soit X et Y deux ensembles et 7' : D(f) C X — Y une application linéaire, ol

D(T) est le domaine de définition de 7.
Le graphe de T est par définition 'ensemble G(T') tel que

G(T) = {(a:,T(x)) EXXY: e D(T)}.

2) Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et D(7") un sous-espace vectoriel normé
de E. On considere 'opérateur linéaire 7" : D(7) — F. On dit que T est fermé si et

seulement si G(T') est fermé dans £ x F ou G(T') = {(x,T(x)) EEXF:zxe€ D(T)}.

Caractérisation du graphe fermé :
L’opérateur T est fermé si et seulement si

[Pour toute suite (z,,) telle que (z,) C D(T),z, -« dans E et Tz, — y dans F}
= |::IZED(T) et Tz = y|.

Proposition 4.1

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et soit 7" un opérateur linéaire continu
de F dans F. Alors T est fermé.

Démonstration.

D’apres I'hypothése, D(T') = E. Soit (z,,),en une suite de E telle que xz,, — x dans F
lorsque n — +oo et Tx,, — y dans F' lorsque n — +oo. On montre que = € D(T) et
Tx =y.

x € D(T) = E évident.
Comme T est continu alors,

lim Tx, =Tx.
n—-+o00

Donc T'x = y puisque 'espace I est séparé. O

Proposition 4.2

Soient E et F' deux espaces vectoriels norméset 7' : D(T) C E — Im(T) C F un
opérateur fermé et bijectif. Alors 'opérateur,

T71: DT = Im(T) — D(T),

est fermé.
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Démonstration.

T est fermé <= G(T') est fermé dans E x F ou,
G(T)={(z,Tx) e EX F:x € D(T)},

et
GIT™H={(y,TY) e FxE:ye DT}

Donc,
G(T™) = {(Tx,z) € F x E:x € D(T)}.

Comme l'application,
J:FxE—EXF:Jyz)=(x,vy),

est continue, alors

est fermé. O
Théoréme 4.2

(Théoréme du graphe fermé)
Soient F et F' deux espaces de Banach. Soit 7" un opérateur linéaire de F dans F'.
Ona:

T est continu <= T est fermé.

Démonstration.

i) La condition est nécessaire (=) : Supposons que 7T est continu.
On a T est fermé d’apreés la proposition 4.1.
La condition est suffisante (<) :
Supposons que G(T') est fermé et montrons que 7' est continu.
On considere I'espace (E, ||.||¢) ou ||.||¢ est la norme du graphe définie par :

lzlle = llzlle + Tzl F.

Comme G(T') est fermé (puisque 1" est fermé), alors (E, ||.||¢) est un espace de Banach. En
effet.
Soit (x,)nen une suite de Cauchy dans l'espace (E, ||.||c)-
Alors,
Ve >0 3dN. e N,Vp > N, Vg > N, = ||z, — 24|l < €.

Ona:
pr - quG = pr - quE + HTxp - TﬁqHF <e.

Donc la suite (z,),en est de Cauchy dans (E, ||.||g) et la suite (T'z,),en est de Cauchy dans
(F Ll e)-

Comme les espaces F et F' sont de Banach d’apres 'hypothése, alors (z,) converge vers une
limite = et (T'z,,) converge vers une limite y quand n tend vers +ooc.

Puisque T est fermé, alors on conclut que Tz = y.

Doncona:

x, — x dans (E, ||.|g) quand n — +o0 et Tz, — Tz dans (F,|.||r) quand n — +oo.
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D’ou,
x, — x dans (F, ||.|l¢) quand n — +o0.

Par conséquent I'espace (F, ||.||¢) est un espace de Banach.
Maintenant on considere I'application :

Id: (E, |-lc) — (E,[l.lg) : Id(z) = x.

Ona:
[Hd(@)||e = |zllg < lzlle = [z|lg + | Tz| F.

D’apres le corollaire 2.1, on a Id~! est continue.
Donc,
3C > 0telle que ||z|l¢ < C||z| g-

C’est-a-dire que :
|zl g + | Tz|| < C|lz||g, Yz € E.
D’ou,
|Tz||r < C|lz||g, Yz € E.

Ce qui signifie que T est continu. O

Proposition 4.3

Soient F et F' deux espaces de Banach et soit 7' : E — F un opérateur linéaire et
bijectif. Alors

T est fermé = T~ ! est continu.
Démonstration.

Montrons que 7 est fermé = 7! est fermé.
Supposons que T est fermé. Alors d’aprés la proposition 4.2, et comme F et F' sont des
espaces de Banach, alors d’aprés le théoréme 4.2, 7! est continu. O

4.3 Dualité et supplémentaire topologique

On rappelle un résultat dans I’algebre linéaire est le suivant :
si E un espace vectoriel sur K et GG, L sont deux sou-espaces vectoriels de E. Alors

G+L=Ga®LeGnL=/{0}

On dit dans ce cas que L est un supplémentaire algébrique de G, (et on écrit £ = G @ L),
Théoreme 4.3

Soit E' un espace de Banach. Soient GG, L deux sous-espaces vectoriels fermés tels que
G + L est fermé.
Alors il existe une constante positive C telle que :

V2zeG+L:z=x+y, avecx € Gety € Let|z|| <C|z|, |yl <CJz]. (4.5)
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Démonstration.
Soit I'espace produit G x L muni de la norme
1@, Y)llexe = =l + lylle,
et on considere aussi I'espace G + L muni de la norme de £
Iz +ylla+z =z + yl &

On a 'espace G x L est un espace de Banach car G x L est fermé dans F.
On a aussi I'espace G + L est de Banach.
Soit I'application T' : G x L — G + L définie par :

T((z,y)) =z +y.

L’application 7 est linéaire continue et surjective, alors en vertu du théoreme 4.1 de I'appli-
cation ouverte, il existe une constante C' > 0 telle que :

VzeG+L:|z|| <C.
Donc on peut écrire z sous la forme :
z=xz+y, otz eGetye Let|z||+|y| <1

Par homogénéité, on a :
1
Vze G+ L,z=x+yavecxr € G,y € Let|z||+ |y < 6”ZH

D’ou (4.5) a lieu. O
Corollaire 4.4.
Soit E un espace de Banach. Soient GG, L deux sous-espaces vectoriels fermés tels que :
G + L est fermé.

Alors il existe une constante positive C telle que :
dlz,GNL) < C(d(l’, G) +d(x, L)), pour tout x € E. (4.6)

Démonstration.
On sait que,
d(xz,G) = inf ||z — A||.
heG

Donc en vertu de la propriété caractéristique de la borne inférieure, on a :
Ve e E\Ve >0,3a€G: ||z —al <d(z,G)+ecetIbe L:||z—>b|| <d(z,L)+e.

Ona: a—-beG+ L, car —be L.
On applique (4.5) sur z = a — b, on conclut qu’il existe @’ € G et & € L tels que :

a—b=d 4V, [la]| < Cla—0l|, V]| < Clla—b].
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Commea—b=d +b =>a—-d =b+¥V,aveca—d €¢Getb+¥ € L, donc
a—ad eGNLetb+b € GNL.

Alors par définition de la borne inférieure inf, on a :
d(z,GNL) < |lz—(a—d)|| < [[z—a|+[la/|| < [lz—al+Clla—b]| < IIx—a\|+C(Hx—aHvLHﬂf—bH)-
D’ou,

ﬂ%GmLygu+cma@Gy+ﬂ%L»+gu+20y (4.7)

En faisant ¢ tendre vers 0 dans (4.7), on conclut I'inégalité (4.6). O

Définition 4.2. (Supplémentaire topologique)

Soient £ un espace de Banach et G un sous-espace fermé de F.
on dit qu'un sous-espace L de F est un supplémentaire topologique de G si les deux
propriétés suivantes sont satisfaites :
1) L est fermé.
2)GNL={0}etG+ L=E.
On écrit E = G & L.

Exemple 4.2.

1) Dans un espace de Hilbert H tout sous-espace fermé M de H admet un supplémen-
taire topologique car M N M+ = {0} et M + M~+ = H (voir le corollaire ( 6.3 dans le
chapitre six).

Remarque 4.2.

Dans le cas ou L est un supplémentaire topologique de G dans E. Alors,
DVzeE 3z eG, Jye L: z=x+y, cestadire que 'application

T:GxL—G+1L,

définie par :
T(z,y) =z +y,

est une bijection.
Donc Vz € E, z s’écrit de facon unique comme suit :

z=x+youxeGetye€ L.
2) En vertu du théoreme (4.3) on conclut que les projecteurs :
PliE—>G, P E— L,

définis par :
Pi(z) =z et Py(z) =y,

sont des opérateurs linéaires continus c’est a dire qu'’il existe C' > 0 telle que :

Pi(2) < 2| et Pa(2) < ¢z
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4.4 Opérateur inverse a droite

On considere E et I’ deux espaces de Banach et soit 7' : £ — F un opérateur linéaire
continu et surjectif. On sait que

3C > 0telleque:Vy € F,ax € E: Tx =y,

(la surjectivité de 7).
En vertu du corollaire 4.3 du théoréme de I'application ouverte, on a ||z||z < C|y| r-
Question : Est ce qu'’il existe un opérateur S linéaire continu tel que 70 S = Idp?

Théoréme 4.4

Soient F, F' deux espaces de Banach et soit 7' € L(E, F'). Alors les deux propriétés
suivantes sont équivalentes,

1) T admet un inverse a droite.

2) ker(T') = T~1({0}) admet un supplémentaire topologique dans E.

Démonstration.

1. Montrons que i) = 7).
Soit S un inverse a droite de 7T'.
S:F — L.
Ona:
ToS=1Idg.

Donc,
(ToS)(f)=1f VfEF.

On vérifie que R(s) = S(F') est un supplémentaire topologique de N(T').
Tout d’abord on montre que :
N(T)NnS(F) ={0}.

Soitxz € N(T)N S(F), alorsxz € N(T) etz € S(F).
Ona:
zreN({T)=Trx=0etxeS(F)=3JyecF:S(y) =ux.

D’autre part, on a :

Donc, y = 0.
Comme S est linéaire alors,

Montrons que S(F’) est fermé.
Comme S(F') est un espace métrique, donc utilisons les suites. Soit z, € S(F) telle que
zn, — z quand n — +o0 et montrons que z € S(F).
Ona:
zn € S(F), alors il existe y,, € F telle que z,, = Sy,.

Comme la suite (z,) est convergente, alors la suite (y,,) est convergente vers une limite y
(puisque y, = (T 0 S)(yn) = Idr(yn) = yn et T est continu.)
Et comme S est continu et y, —> y quand n — 400, donc,

zn, = S(yn) — S(y) quand n — +oo.
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Comme l'espace S est séparé alors,
maintenant on montre que :

Soitz € E.
Ona:
x=[z—8S(T(x))]+ S(T(x)).

Il est clair que :
S(T(x)) € S(F).

Il reste a montrer que :
x—S(T(x)) € N(T).

Ona:
T (x — S(T(x))) = T(x) — T (S(T())) = 0,

(puisque T (S(T'(x))) = T'(x) car 'opération de composition ” o ” est associative).
2. Montrons que i) = i).
Soit L un supplémentaire topologique de N(T').
L estferméetona:
N(T)+L=FEet N(T)nL = {0}.

Soit P l'opérateur de projection sur L.
P:FE— L:z+— P(x).
Alors,
P:NT)+L—L:z=a+b— P(z)=0».

Cette application est bien définie grace a l'unicité de I'expression et aussi elle est linéaire
continue.

Pour f € F, il existe x € E (x n’est pas unique) tels que Tz = f (puisque T est surjectif) .
On définit 'opérateur S, en posant :

S(f) = P(z).

On a S est bien défini car, pour 2’ € £ = T2’ = f,
Ona:
Te=Ts = T(x—2)=0=2—2"€ NT) = P(x—2')=0.

Comme P est linéaire alors,
Dongc,

D’ou S est bien défini.

Ona:

1. S est linéaire car P est linéaire .
2. T o S = Idp. En effet,

Soit f € F, alors T'(x) = f.
Comme S(f) = p(z) alors,

T(8(0) =T(p()).

Ona:

z=y+ Plx)e N(T)+ LetT(y+ P(x)) = T(y) + T(p(a:)) - T(p(a:)) car T'(y) = 0.
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Donc,

D’ou,
ToS = idF.

3. S est continu. En effet;
D’apres le corollaire 4.3 du théoreme de I'application ouverte, on a :

SN = [1P(@)]| < Chllzlle < Caf f]I

D’oti la continuité de 'opérateur S.

4.5 Relations d’orthogonalité

Définition 4.3.

Soit F un espace de Banach, E’ le dual topologique de E et M un sous-espace vectoriel
de E et N un sous-espace vectoriel de F’.

On pose

Mt = {feE’ f, @) mxm =0, Vo € M}

M+ est dit 'orthogonal de M.
NJ' = {g e E": <gvf>E”><E’ =0, Vf & El} = {33‘ e FE: <f7x>E’><E =0, Vf & N}

N+ est dit 'orthogonal de N.

Proposition 4.4

L’espace M~ est fermé dans E'.

Démonstration.

Soit (f,,) une suite de M* telle que f,, — f dans E’ et f(z) = lim f,(z).

Montrons que f € M=, i
Ona (f,) € M+, donc f,(x) =0, pour tout z € M.
Ona:
f(x) = fulx) + (f(2) = fal2)),
alors,
| f(@) [<] fu(@) |+ ] flz) = ful@) [S 1 f(2) = fa(@)] < N f = fullerllz]| 2 (4.8)

En faisant n — +oo dans (4.8), et Puisque || f — f.||zr — 0, alors on conclut que | f(z) |=0
pour tout x € M. donc
(f,x) = f(x) = 0 pour tout z € M.

. Ce qui signifie que f € M.
Par conséquent, M est fermé.
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Proposition 4.5

L’espace N est fermé dans E.

Proposition 4.6

Soit E un espace de Banach et soient M un sous-espace vectoriel de E et N un sous-
espace vectoriel de E’. Alors on a

(M)t =M, et N c (NH)*

Démonstration.

1) Montrons que M C (M=+)*.
On a I'inclusion M C (M*)* est évidente, et comme (M) est fermé, alors on conclut le
résultat.
2) Montrons que (M+)*+ C M.
Montrons par 'absurde, c’est a dire qu'on suppose qu’il existe zg € (M*)* et 2o ¢ M.
Alors les deux ensembles M et {z} sont séparés au sens strict par un hyperplan fermé.
Donc d’apres le théoréeme de Hahn-Banach deuxieme forme géométrique,

df e F'etaeRtelsque, Vo € M : f(x) < a < f(xo). (4.9

Comme M est un sous-espace vectoriel alors z € M = —z € M et donc f(x) < « et
f(—z) < aetalors —f(x) < o car f est linéaire.
Par conséquent

f(z) =0, Vo € M.

Ce qui implique que f € M*.
Et comme zo € (M), alors,

Ce qui contredit la propriété (4.9).
- Montrons maintenant que N C (N1)L.
De méme, il est clair que N C (N+)*, et comme N est fermé, alors on conclut que

N c (NHE

Maintenant on montre que I'égalité n’est pas satisfaite, c’est & dire que N ¢ (N+)+.
Montrons par 'absurde, c’est a dire qu’il existe fy € (N1)* et fy ¢ N.

D’apres le corollaire de Hahn-Banach , il existe ¢ € E” tel que ¢ # 0.

©(fo) #0 = fo ¢ (N+)*. Ce qui contredit le fait que fy € (N1)*. O
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Remarque 4.3.

1) On a Iégalité N = (N1)* si E est réflexif.

2) Plus généralement si E est un espace de Banach quelconque on a N = (N+)* pour

la topologie faible o(E’, E).

Proposition 4.7

Soit E un espace de Banach et soient GG, L deux sous-espaces vectoriels fermés de E.

On a

GNL=(Gr+ LYYt (4.10)

Gtnit=(G+1L)*. (4.11)
Démonstration.

Montrons (4.10).
i) Montrons que G N L C (G+ + LY)*.
Soit 2 € G N L et montrons que = € (G+ + L)+,
Si f € Gt + L1, alors il existent f; € G- et f, € L* telles que f = f; + fo.
Dongc,
f(@) = fi(z) + fa(z) =0+ 0 =0.
Par conséquent,
ze (GH+1LH)t
ii) Montrons que (G+ + LY)* c GN L.
Ona:
GtcGt+1t
donc, en vertu de la proposition 4.6, on a :
G+ LY cGHt=G=aG,

(car G est fermé) et on sait qu’aussi le résultat :

H, C Hy= Hy C Hi.
Et de méme on a :

rcet+it=Gt+Htctt =T =1
Dong,
[(Gl + LYt cGet (G 4+ LYY ¢ L] = Gt+LHtcant.
Montrons que G+ N L+ = (G + L)*.
- Montrons la premiére inclusion G* N L+ C (G + L)* :
Soit f e Gt N L+. Alors f € Gt et f € L*.
Dongc,
f(x)=0,Yx e Get f(y) =0, Vy € L.
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D’ot,
fl@)+ fly) = fla+y)=0.

Il en résulte que :
fe(G+L)rcarz+yeG+L.

- Montrons la deuxiéme inclusion (G + L)t ¢ Gt n L+ :
Soit f € (G + L)*. Donc,
fle+y)=f(@)+ fly) =0, Ve € G,Vy € L.
Pour y = 0 alors,
f(x)+ f(0) = f(z) =0,Vz € G.

Donc,
feGt. (4.12)

Pour = = 0 alors,
fO)+ f(y) = fly) =0, vy € L.

Donc,
felLt. (4.13)

En vertu de (4.12) et (4.13) on conclut que :
feGctnrt.

Finalement,
(G+ L)t =GtnLt.

O
Corollaire 4.5.
Soit E un espace de Banach et soient G et L deux sous-espaces vectoriels fermés de E.
Ona:
DGL+ L c(GnL).
2) (GENLY)t =G+ L.
Démonstration.
1) Montrons que G+ + L+ c (GN L)*.
En vertu de la proposition 4.6, on a :
GL+ L c(Gt+LhHH.
Donc d’apres la proposition 4.7, on a :
GL+ILc|(Gt+LYH =(@nL)*t.
2) En vertu de la proposition 4.7, on a :
GtnLt=(G+ 1)
Il s’en suit que
GtNnHt =G+ L) =G+1L.
O
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Théoréme 4.5

Soit £/ un espace de Banach et soient GG et L deux sous-espaces fermés de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) G + L est fermé dans E.

2) G+ + Lt est fermé dans E'.

3) G+ L= (G-NnLH)t.

4) G-+ Lt =(GnL)*

Démonstration.

1) & 3) résulte de la propriété 2) de la proposition 4.7.
4) = 2) évidente.
Il reste a montrer que 1) = 4) et 2) = 1).
- Montrons que 1) = 4).
En vertu de la premiere propriété de la proposition 4.7, il suffit de montrer que
(GNL)* cGH+ Lt
Soit donc f € (G N L)*.
On définit 'application ¢ suivante : ¢ : G + L — R comme suit :
Pour tout z € G+ L desorteque z =y + 2, avecy € Getz € L.
On pose :

p(z) = (f,9).

© est linéaire.
D’apres le théoréme 4.3, on peut choisir une décomposition de x telle que ||y|| < C||z||, donc

| p(2) |< Cllz||, Yz € G+ L.

L’application ¢ peut étre prolongée en une forme linéaire continue ¢ sur F.
D’ol on trouve :
f=(-0)+o
avec f —p € Gtetp e Lt
Montrons que 2) = 1).
Gréce au corollaire 4.6, il existe une constante C' > 0 telle que :

d(f,Gt LYY < old(f, ¢ + d(f, LL)}, Vf e E (4.14)
D’autre parton a :
d(f,GYt)= sup |(f,z)|, VfeFE. (4.15)
z€G,||z||<1

En appliquant le théoréme 1.11 de [6] page 11 avec
(@) = Iy, o) (@) — (f.2) et () = I(a).

De méme maniére, on a :

d(f,GHY= sup | (f,z)]|, VfeFE. (4.16)
z€L,||[|<1
etaussiona:
d(f,GtnLY) =d(f,(G+L)Y)=  sup | (f,z)|, VfeFE. (4.17)
z€GH+L,||z||<1
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On injecte les relations (4.15), (4.16) et (4.17) dans la relation (4.14), on trouve

si | (f2)|ISC| sw  [(fa)[+ sw  |(fa) |, veeE].  (418)
z€GHL,||z||<1 T€G,||z][<1 TEL,[|l]|<1

En vertu de (4.18), on va établir I'inclusion suivante :

1
& Barr(0.1) € Ba(0,1) + BL(0,1). (4.19)

Donc on montre (4.19).
Utilisons la démonstration par 'absurde. C’est a dire on suppose que :

1
T € 53@(0, 1),

ce qui est équivalent a dire que :

1
Jzg € G+ L telque: || 2o ||< ol et xo ¢ Be(0,1) + Br(0,1).

Alors en vertu du théoreme de Hahn-Banach deuxieme forme géométrique, les deux en-
sembles {xo} et B;(0,1) + B(0,1) peuvent étre séparés au sens strict par un hyperplan
fermé dans F.

C’est a dire :

dg € E' etJa e Rtels que : g(z) < a < g(xg), Yo € Bg(0,1) + Br(0,1).
Par conséquent, on trouve

sup  |g(x) |+ sup |g(z)|<a < f(xo).
2€G,|al|<1 veL,|z]|<1

Ce qui contredit (4.18).

Finalement, on considére les deux espaces F' = G x L et H = G + L munis successivement
par les normes ||(z, y) | = max(|l«, [yll) et | - ||-

On a l'application T' : F' — H définie par :

P()) =+

est linéaire continue.
En vertu de (4.19) on a:

B (0, %) - T(BF(O, 1)).

D’ot, on en déduit d’apres la deuxieme étape de la démonstration du théoreme 4.1 que

Bu(0, ) T(BF(O, 1)).

20
T est surjectif de F' dans H.
C’est a dire que :
G+L=G+L.
Ce qui montre que G + L est fermé. O
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4.6 Exercices

Exercice 4.1.

On considére E, F' deux espace vectoriels normeés et soit f : E — F une application.
1) Montrer que : (f est ouverte) = (f est surjective.)
2 - Donner un exemple d’application surjective non ouverte.
- Est ce qu’il on a une contradiction avec le théoréme de Uapplication ouverte ?

Exercice 4.2.

1) Soit f : R — R une application linéaire.
- Montrer que :
[ est ouverte <= f(1) # 0.

2) Soient E, F' deux espaces vectoriels normés avec dim(E) < +oc et f : E — F une
application linéaire.
- Montrer que :

f est ouverte <= f est surjective.

Tz = (Tz)pen = (nay).

- Montrer que T est fermé.

Exercice 4.4.
Soit T : 1> — I? un opérateur défini par :
Tr = (Tx)nen = (n — Day,) = (v2, 223, 324, ...... )

- Montrer que T est fermé.

Exercice 4.5.

Soit E un espace de Banach et soit T : D(T)) C E — E un opérateur linéaire fermé et
soit A € L(E).
- Montrer que les opérateurs A + T et T'A sont fermés.

Exercice 4.3.
Soit T : 1> — I? un opérateur défini par :

Exercice 4.6.

Soient E, F' deux espaces de Banach et soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire
fermeé.
On suppose que les suites (un)nen, (Vn)neny C D(T) satisfont la condition

lim u, = lim w,.
n—-+o0o n—-+o0o
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- Montrer que si (T'uy)nen, (T'0n)nen sont convergentes simultanément, alors

lim Tu, = lm Tuv,.
n—-4o00 n—-4o00

Exercice 4.7.
On considére Uopérateur T : C’<[0, 1]) —C ([O, 1]) défini par :

rr) = 29 o pery = {f = c([o, 1]) . lim

t t—0+

(@)
t

existe }
- Montrer que T est fermé.

Exercice 4.8.

Soit un opérateur,
T C([o, 1]) = C([o, 1])
défini par :
Tf(t) = f/(t) e D(T) = { € €' (10,1]) + £(0) = £(1) = 0}.

- Montrer que T est fermé .

Exercice 4.9.
On considére Uopérateur;
T C([o, 1]) - C([o, 1]),
défini par :
Tf() = 1"(t) + F() et D(T) = {f € C2(10,1]) = £(0) = f'(0) = 0}.

- Montrer que T est fermé et non borné.

Exercice 4.10.
Soient E, F deux espaces de Banach et soit T : D(T) C E — F linéaire borné.

Montrer que :
T est fermé <= D(T) est fermé dans E.

Exercice 4.11.

Soit T : D(T) C E — F un opérateur linéaire.
On munit D(T') de la norme,

[zl = el + 1T
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Montrer que :
T est fermé <= D(T) un espace de Banach.

Exercice 4.12.

Soit E et F deux espaces vectoriels normés et soit T : D(T) C E — F un opérateur
linéaire fermé.
- Montrer que ker(T) est un sous-espace fermé de E.

Exercice 4.13.

Soit T un opérateur linéaire fermé.
On considére deux suites (xy,) et (y,,) dans D(T) telles que :

lm z,= lim y,=a.
n—-4oo n—>-+o0o

Supposons que (T'x,,) et (Tyy) convergent simultanément.
- Montrer que : lim (Tx,) = lim (Ty,).

n—-+4oo n—-+4oo
Exercice 4.14.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et F' est compact.
On considére un opérateur T : E — F' linéaire fermé.
- Montrer que T est borné.

Exercice 4.15.
Soient FE et I' deux espaces vectoriels normés et E est compact.

On considére un opérateur T : E — F linéaire fermé et bijectif.
- Montrer que T~ est borné.

Exercice 4.16.
Soient E et F deux espaces vectoriels normés et soit T : E — F un opérateur linéaire
ferméet S € L(E, F).
- Montrer que T + S est un opérateur linéaire fermeé.
Exercice 4.17.
Soient E un espace de Banach et F' un espace vectoriel normé.
On consideére un opérateur T linéaire fermé de domaine D(T') C E et son image Im(T) C
F.
On suppose que T~ existe et est borné.
- Montrer que Im(T') est fermé.
Exercice 4.18.

On consideére Uespace E tel que

E=C! ([0, 1]) = {f :[0,1] — C telle que f est continue, dérivable et f’ est continue}
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F=C(0,1]) = {f :[0,1] — C telle que f est continue }
On munit les deux espaces E et F par la norme || f|lco = sup |f(x)|.
Soit Uopérateur T : E — F défini par : e
VfeE:Tf=f.
1) Montrer que T est fermé.
2) Montrer que T n’est pas borné.

(Indication : On peut utiliser la suite f,(x) = z™).
3) Expliquer le résultat.

Exercice 4.19.

On consideére Uespace

L2<[0, 1]) = {f : [0,1] — R, f mesurable et /1 If(O)]2dt < +oo} muni de la
0

norme, X )
1= ([ Irpa)”.
Soit Uopérateur (T, D(T)) défini par :
D(T) = {f c c([o, 1]),f’ c L2<[0, 1]),f(0) - o}, et Tf = f,

ouC ([0, 1]) est Uespace des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni de la norme de

convergence uniforme || f|lcoc = sup |f(t)|.
0<t<1

1. Montrer que T : D(T) — L? ([0, 1]) est non borné.

(Indication : Utiliser la suite f,(t) = /nt", n € N).
2. Montrer que T est fermé.

Exercice 4.20.

Soit E =C ([0, 1]) muni de la norme de convergence uniforme,
lulloo = sup fu(z)|.

0<z<1

On consideére Uopérateur A : E — FE défini par :
Au(x) = u(x) +/ u(t)dt, D(A)= {u e C([0,1]) : u(0) = 0}.
0

1. Résoudre Uéquation différentielle

{u’(w) +u(z) =0, =z€]0,1]
u(0) = 0.

-Montrer que ker(A) = {0}. En déduire que l'opérateur A est injectif.
2. Soit f € 0([0, 1]).
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- Montrer que : .
ua) = @)= [ e

est une solution de Uéquation différentielle :

{ u+u=f
u(0) = f(0) =0.
- En déduire que Uopérateur A est surjectif.

- Trouver Uexpression de A~L.

3. Montrer que A~ est borné.
4. Montrer que A est fermé.

Exercice 4.21.

Soient les deux espaces C’([O, 1]) et C’l<[0, 1]) et on les munit par la norme de la
convergence uniforme
[flloo = sup |f(z)]
z€(0,1]

Soit Uopérateur linéaire,
A c([o, 1]) = c([o, 1]),
défini par :
Af =1 eeD(A) = {f e C*([0,1]) : f(0) = 0} = le domaine de définition de A.
1. Montrer que Uopérateur A est non borné.
(Indication : On peut utiliser la suite de fonctions f,(x) = sin(nmx), n € N*.)
2. Montrer que Uopérateur A admet un inverse A~ 1.

3. Montrer que A~ est continu.
4. Montrer que A est fermé.

Exercice 4.22.

On considére Uespace de Hilbert <l2, (.)) tel que :
+o0

l2 = {33 = (l'n)nEN;iEn € R; Z ’$n|2 < +OO}7

n=0

muni du produit scalaire,
+oo
($, y) = Z InYn,
n=0
et de la norme induite
+o0 1
2 2
lal= (D e )™
n=0

Pour tout p € N on désigne par eP le vecteur de 1> défini par :

1 si n=p
D _ )
(e)n—{ 0 si n#p
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et on désigne par M le sous-espace de 1? engendré par {e?, p € N}
1. Montrer que M est dense dans dans I2.
2. Soit (ay,)nen une suite réelle. On pose :

n

+oo
D(T) ={z €l Zaixi < +oo} et (T(a:)) = Q.
n=0

- Montrer que Uopérateur T : D(T) — 12 est fermé et a domaine dense.

Exercice 4.23.

On consideére Uespace suivant :

+oo
F = l2 = {.CE = (xn)neN*’fﬁn cR: Z ]xn|2 < +OO}

n=1

muni de la norme
+oo 1
2
I @ le= (Y leal?)*.
n=1

On rappelle que (E, || . ||g) est un espace de Banach.
On considére D(T) le sous-espace vectoriel de E tel que :

400
D(T) = {x €. Z |n?z,|? < —I-oo}
n=0
On définit Uopérateur T' comme suit :
T fait correspondre chaque x de D(T), T(x) dans I? tel que
(T(x))n = n’x,.

1. Montrer que D(T) est dense dans I>.

2. Montrer que T admet un inverse T~'. Trouver Uexpression de T! .
3. Montrer que T n’est pas borné.

4. Montrer que T~! est continu.

- En déduire que T est fermé.

Exercice 4.24.

on consideére Uespace H = L?(]0, 1[], C).
1. Soit Uopérateur T' défini par :

D(1) =" ([0,1,C) et Tf = f’
- Montrer que Uopérateur T n’est pas fermé.

2. Soit Uopérateur S défini par :
D(S) le sous-espace de H tel que :

D(s) = {fec(0,1.C), 1 € L*(0,1],C) } et S = f’

ou f' est prise au sens des distributions sur |0, 1|.
- Montrer que Uopérateur S est fermé.
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Exercice 4.25.

Soit P(z) un polynéme de variable v = (x1,x2, ...., ) € R™
On considére Uopérateur T défini sur L?(R") par :

Tf(x) = P(x)f(x), et D(T)={f € I*R"): /R P@)PIf @) dr < oo}

- Montrer que Uopérateur T est non borné et est fermé.

Exercice 4.26.

Soient E et F' deux espaces de Banach et T € L(FE, F') tel que T est bijectif:
- Montrer que :

T-':T(E) — E est borné <= T(FE) est fermé dans F.

Exercice 4.27.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.
Soit T : E — F un opérateur linéaire fermé.
a) On consideére M un sous-ensemble compact de E.
- Montrer que T'(M) est fermé dans F.
b) On considere L un sous-ensemble compact de F.
- Montrer que T~ (L) est fermé dans E, ou T—1(L) est U'image réciproque de L par T.

Soit E un espace de Banach. et soit G un sous-espace vectoriel de E. On suppose qu’il
existe un sous-espace vectoriel L de E tel que dim(L) < +oc.
Montrer que si E = G @ L alors G admet un supplémentaire topologique.

Exercice 4.29.

Soit F un espace de Banach. On considére un sous-espace vectoriel G de E tel que
dim(G) < 400, cest a dire que G = Vect{e;,i = 1,2,3,....,n}. Donc Vx € G, x s’écrit
n

de fagon unique x = Z xie;.

i=1

- Montrer que G admet un supplémentaire topologique L.

(Indication : Considérer Uapplication p; : G — R définie par p;(x) = z;, pour tout x €
G, puis utiliser le théoréme de Hahn-Banach et on pose L = NI_,¢; '({0}), avec ; est
le prolongement de p; sur E.

Exercice 4.30.

Soit H un espace de Hilbert muni d’'un produit scalaire (., .)
Montrer que si G un sous-espace vectoriel fermé de E, alors G admet un supplémentaire
topologique G+ = {x € H : (x,y) =0, Yy € G}.

| Exercice 4.28.
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Exercice 4.31.
Soient les deux espace,

G = {3} = (Tp)nen+ : Ty € Ret x, jmare O}

H = {a: = (Tpn)nen- : (zn,) est convergente }

On munit H et G de la norme : ||z|| = sup |z,|.
neN*
- On désigne par [ la forme suivante | : H — R définie par :

l(x) = lim =z,
n——+oo
et on désigne par 1 la suite constante telle que 1 = (1),>; = (1,1,1,....) € H.
1) Montrer que H = G @ Ru1.
2) Montrer que H' = G' P RI.

Exercice 4.32. (Inverse a gauche)

Soit E, F deux espaces de Banach. On considére Uopérateur T : E — F tel que T est
linéaire continu et injectif.
Montrer que 1) < 2),
1) T admet un inverse a gauche.
2) T(E) est fermée et admet un supplémentaire topologique dans F.

Soit E un espace de Banach, soient F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires,
cest adire E = F & G. On considére Pr (resp Pg) la projection sur F (resp sur GG)
parallélement a G (resp a F).

- Montrer que : ( Pr, Pg sont continues) = (F et G sontfermés).

Exercice 4.34.

Soit E un espace vectoriel normé.
1) Soit P une projection sur E, c’est a dire une application linéaire P : E — FE telle que
P o P = P2. On suppose que P est continue .
- Montrer alors que
E = Im(P) & ker(P).

2) Réciproquement si E est un espace de Banach et si E = A@® B (avec A et B sont deux
sous-espaces vectoriels fermés de FE), alors la projection de l'image de A et de noyau de B
est continue.

3) En déduire qu’un sous-espace vectoriel normé d’un espace de Banach E admet un
supplémentaire topologique si et seulement s’ il est 'image d’une projection continue sur
E.

| Exercice 4.33. (Inverse a gauche)
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Exercice 4.35.

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel normé fermé de F.
- Montrer que M admet un supplémentaire topologique dans E dans les cas suivants :
1) dim(E) < +oc.
2) dim(E/M) < +oo.

Exercice 4.36.

Soit E = I!, ainsi E' = I°. On considére Uopérateur T € L(E) défini par :

Tn

Ty = (?)an Vo = (xn)n>1 € It

Déterminer ker(T), ker(T)*, T*, Im(T), Im(T*).
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CHAPITRE

TOPOLOGIE FAIBLE ET TOPOLOGIE FAIBLE-x

5.1 Topologie faible
Préliminaire :

Soit X un ensemble et soit (Y;);c; une famille d’espaces topologiques munie de la famille
de topologies (O;);c;. Pour chaque i € I, on se donne une application ¢; : X — Y;.
Notre but est de chercher une topologie 7 sur X qui permet rendre continues toutes les
applications (y;);c;. Si possible, on construit la topologie 7 la moins fine c’est-a-dire que T
contient un minimum d’ouverts. Autrement dit 7 la topologie la plus économique qui rend
continues toutes les applications (p;)c;-
e La topologie 7 est différente de la topologie P(X) = I'ensemble des parties de X.
e La topologie 7 est différente de la topologie triviale { X, (}.
; est continue, alors pour tout U; € O; : ¢, YUy eT.
On pose :

T = {U CXU=|JUnUr= ()¢ (Ui),Ui € O;, ] est ﬁni}
AEA icJ
o7 est stable par I'intersection finie ﬂ .
finie
o7 est stable par la réunion quelconque U

quelconque

Proposition 5.1

T est une topologie sur X.

Définition 5.1.

Pour z € X, on définit la base de voisinages de = comme suit :

B(z) = {B — ﬂ w; '(Vi),J C I, Jestfini,Vi:V; € V(gpi(:c)jYi,Oi)} )

ieJ
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B(z) est une base de voisinages de x dans (X, 7") ou un systeme fondamental de voisi-
nages de x, ce qui est équivalent a dire

Vo eV(x,,X,T),3ABe B(x): BCV.

Proposition 5.2

Soitgoz-:X—>YiavecX:HYi:a:»—>cpi(a:) = y;.
iel
La topologie produit coincide avec la topologie 7 définie précédemment.

Proposition 5.3

Soit (x,)nen une suite de X et soit (Y;, O;) 'espace topologique. Alors les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes,
i) x,, — x lorsque n — +oo dans (X, 7).
ii) ¢i(xn) — wi(z) lorsque n — 400 dans (Y;, 0;), pour touti € I.

Démonstration.

1.4) = ii).
Supposons que z,, — x et montrons que ;(x,) — ¢;(z) pour tout ¢ € I dans (Y;, O;) c’est
évident car ¢; est continue pour touti € [ .
2. Supposons que ¢;(x,) — ¢;(x) pour tout 7 € I dans (Y;, ;) et montrons que z,, —> «.
Soit U un voisinage de = dans la topologie 7, c’est-a-dire que U € V(x,, X, T). Alors il existe
B € B(x) telque B C U.
Ona:
B= () ¢ (Vi) tel que Vi € V(pi(),,Yi, 0y).
ieJfini
On a p;(z,) — ¢i(x) lorsque n — +oc dans (0;) , alors,

Vi e J,AN; € N,Vn > N; : gOz(SUn) eV

c’est-a-dire que :
—1
xn € ;- (Vi).

On pose,
N = max N;.
ieJ
N existe car J est fini.
Donc,
Vn € N: p;(z,) € Vi, Vi € J.
D’ou,
z, € 7 H(V;), Vi € J.

Alors,

Ty € ﬂgpi(acn)eVi:BCU.
i€J
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Par conséquent,
x, € U.

Alors,
YU, AN e NNVn > N =z, € BCU.

Ce qui signifie que la suite (z,,) converge vers z.

Proposition 5.4

Soit Z un espace topologique et soit i) une application de Z dans X. Alors v est
continue si et seulement si ; o ¢ est continue de Z dans Y; pour chaque i € I, ou

Démonstration.

) =).
Comme 1) est continue alors ; o ¥ est continue, pour chaque i € I (c’est évident).
ii) <)
Supposons que ; o ¢ est continue, pour chaque ¢ € I et montrons que v est continue.
Soit Q un ouvert de X, et montrons que )~ (£2) est un ouvert de Z.
On sait que 2 est de la forme :

o= U Ne'(erw)= U Nwiow) " w),
quelconque fini quelconque fini
qui est un ouvert de Z puisque (; o 1) est continue pour chaque i € I.
O]
5.1.1 Définition et propriétés élémentaires de la topologie faible (¥, £’) dans
un espace de Banach

Soit E un espace de Banach et soit £’ son dual topologique. On désigne par :
P EFE—R

ou
ng:E—>C,

I'application définie par :
pf(x) = (f,z) = f(x).

Quand f décrit £, on obtient une famille d’applications (¢¢) s de E dans R ou dans C.

Définition 5.2.

La topologie faible 7 sur E est la topologie moins fine sur £ rendant continues toutes
les applications (yy) fe g que 'on désigne par o(E, E'). (cest-a-dire que 7 = o(E, E')).
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Remarque 5.1.

Iei (X,T) = (E,0(E, E)), (Yi;,0i) = [R,[.|) ou(Y;,0) = (C,|.|), I = E',i=f.

Proposition 5.5

La topologie faible o(E, E’) est séparée.

Démonstration.

On fait la démonstration dans le cas o F est un espace vectoriel sur R.
Soient z1,x2 € F tels que 1 # x2. On veut trouver deux ouverts O; et Oy pour la topologie
faible o(E, E’) tel que 21 € O et 23 € Oz et 01 N Oy = .
En vertu du théoreme 2.5 ( deuxiéme forme géométrique du théoréme de Hahn-Banach) il
existe un hyperplan fermé séparant {x1} et {x2} au sens strict. Alors il existe g € ' et « € R
tels que

g(x1) < o < g(x2)

On pose,
O1={z€FEgx)<a}= Lp;l <] — oo,a[) et Oy ={z € E,g(x) >a} = g0;1 (]a, —l—oo[)

Ona 21 €01, 22€ Oy et O;NOy =10 UJ

Proposition 5.6

Soit F un espace de Banach et soit 2y € E et soit o(FE, E’) la topologie faible sur E et
soit (f;)icr, fi € E', Vi € I, 1 est fini.
Pour € > 0, on pose
V= {l‘ ek, ’<fz,l‘ —x0>\ < 8}.

Alors,
1. V est un un voisinage de .
2. Tous les ensembles de la forme V' forment une base de voisinages de x.

Démonstration.

1. Montrons que V = {x € E, |(fi,z — x0)| < £} est un un voisinage de x.
Ona:

V= et (1filwo) = &, filao) + ).
el
En effet,
ona:

[(fi»x — z0)| < & == |fi(®) — fi(zo)| < e = fi(z) €]fi(x0) — &, fi(wo) + €],
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c’est-a-dire que :
or,(z) €]fi(zo) — €, fi(zo) + €[, pour tout i € I.
D’ou,
x € @El (]fz(xg) — ¢, fi(xo) + 5[), pour tout ¢ € 1.
Par conséquent,
re(Ner! (]fz‘(wo) — &, fi(zo) + 8[) =V

iel
2. Montrons que tout voisinage de z( contient un élément de la forme V.
Soit U un voisinage de xy dans o(F, E’). On sait que qu'’il existe un voisinage W de z tel
que :

WcUeeW= () ¢ (V)

ier,1fini

ou V; est un voisinage de ¢y, (o).
D’autre part on a f;(xo) = ¢y, (xo) donc V; est un voisinage de f;(zo) dans R ou C.
On sait aussi que les intervalles ouverts forment une base de voisinages dans R , alors,

Jde > 0 tel que :]fi(zo) — ¢, fi(zo) + €[C Vi, pour touti € I et I est fini.

On prend,
V= ﬂ 90;11(].]01(1'0) — &, fz(mo) + ED cWwWcU.
iel
0

Notations :

Etant donnée une suite (zn)nen de E. dans la suite on va utiliser les notations suivantes.
1.z, — x dans (E, ||.||) lorsque n — +oo désigne la convergence forte ou la convergence
en norme ||z, — x| — 0 lorsque n — +o0, et on dit aussi que la suite (z,,) converge
fortement vers .

2. x, — z désigne la convergence de (z,) vers = pour la topologie faible o(F, E’), et on dit
aussi que la suite (x,,) converge faiblement vers z, et on dit aussi que x est limite faible de la
suite ().

Proposition 5.7

Soit (zy,)nen une suite de £. On a :
1.2, =~z pouro(E,E') < (f,x,) — (f,x).
2. Si x,, —» « fortement, alors x,, — x faiblement pour o(E, E').
3. Si 2, — x faiblement pour o(E, E’), alors ||x,/|| est bornée et ||z|| < liminf ||z,]|.
4. Si z,, — «x faiblement pour o(E, E’) et si f,, — f fortement dans F’,
(cest-a-dire que || f,, — fllgr — 0), alors (fy, xn) — (f, ).

Démonstration.

1. Montrons =)
Si z,, — x, alors,
YV € V(x),3ng € N tel que Vn > ngy: x, € V.

D’apres la proposition 5.6, on a :

Vfe E ete>0, ilexiste ng € Ntel que, Vn > ng:x, € {y € E: |{f,y) — (f,2)| <&}
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C’est-a-dire que :
(f,2n) "5 ().

Réciproquement, montrons <)
Soite > O et f1, fo,...., fr € E'.
Ona:
Vie{1,2,.....k}, (fj, zn) = (f;, ) dans R lorsque n — oo.

Donc,
Jny € N tel que Vn > ng et pour tout j € {1,2,.....k}, ona:|f;(z,) — fj(z)] <e.

Par conséquent,
Tn €V =V forfre:

D’ou le résultat.

Remarque 5.2.
SiV e V(xg), alors
V = Vi forsfie = {5 € BV € {1,2,...k} : |5(2) — 1 f(w0) <},

(d’apres la proposition (5.6)).

2. Supposons que z,, — z dans (£, ||.||) (pour la topologie forte) et montrons que z,, —
pour o(E, E'), Cest & dire qu’on montre que pour tout f € E', (f,z,) — (f,z).
Soit f € E'.On a:
[(F,@a)l = [(f @0 = 2)] < Iflllzn — .

Et comme ||z, — x| — 0. On conclut le résultat.
3. On utilise le théoréme de Banach-Steinhaus et de Hahn-Banach. On considére I'opérateur

Th:E — C: fr—T(f) = (f,zn).

On a d’apreés la propriété 1.
To(f) = (frzn) — (f,2).

Donc la suite (7,,(f))nen est bornée, pour tout f € E’, c'est-a-dire que :
3Cr>0: |T(f)| < Cy.
En vertu du théoreme de Banach-Steinhaus,
3C>0: |Thllp <C.

Et d’apres le corollaire 2.3 de Hahn-Banach :

1 Tallzr = sup (T, /I < sup [(fszn)| = [[znll
Ifl<1 Ifl<1

Par conséquent,
|lzn|| < C.

Montrons que ||z|| < liminf ||z,]|.
Comme (||z,]|) est bornée, donc liminf ||z, || existe.
Ona:
[{Frza)l < [ fllznll = [Cf, )] < ([ £ liminf [z,
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Et d’apres le corollaire 2.3 de Hahn-Banach, on a :

I ll=sup [(f,z)].
remifl<1

Alors on introduit le sup dans la derniere égalité, on trouve,
IflI<1

|z|| <liminf |zy].

4. Supposons que z,, — x faiblement pour o(E, E’) et f, — f fortement dans E’ et mon-
trons que (fn, zn) — (f, ).
Ona:

[(frsn) = (Fr2)| < [(fo = fron)| + [(Frzn — )| < \fn = Fllllzall + [(f 20 —2)]. - (5.1)
Comme ||z, || est bornée et ||f,, — f|| — 0, ona:
[ = Fllllxn]] — O.
Et d’autre part d’apres la propriété 1. on a :

Alors (5.1) implique que :
|(fn> Tn) — (f,2)| — 0.

Remarque 5.3.

Dans la propriété 2. la réciproque est fausse en dimension infinie comme le montre
I'exemple suivant :

Exemple 5.1.

On a lexemple suivant qui montre que la convergence faible n'implique pas la conver-
gence forte en dimension infinie :
On consideére Uespace de Hilbert

+oo
H=1(R) = {2 = (Tn)new, n ERet Y _ |z,]* < +00},
n=0

muni du produit scalaire
+oo
(.I', y)?'/, = Z xnyna
n=0

et la norme induite

N|—=

ol = (f‘;mr?) .

On a dim (I*(R)) = +oc.
On peut identifier I?(R) par son dual.
On considére la suite orthonormée (e,) C I2(R), e, = (0,0, .....,0,1,0,0,0, ....... ).
Pour z = (z,,) € I>(R), ona:
(x,en)2 = Tn.
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D’autre part on a d’aprés U'inégalité de Bessel,

Yol en)l® < .

n>0

Donc la série Z |(x, en)|? est convergente et par conséquent (x, e,) — 0. Ce qui montre
n>0

que e, — 0.

Notons que la suite (e,,) ne converge pas fortement vers 0, car ||ey||;z =1

Remarque 5.4.
On a I'équivalence
(up, — u) < |(uy) est bornée et (uy,e;) — (u,e;) Vi€ NJ.

En effet,

i) =). On suppose que u, — u.

Donc |ju,|| < +o00 (c’est-a-dire que la suite (u,,) est bornée.)

On a aussi pour tout x dans I?>(R) : (up,z) — (u,r) lorsque n — +oo. En particulier
(un,ei) = (u,e;) lorsque n — +oo pour tout i € N.

ii) <) Supposons que [(un) est bornée et (uy,e;) — (u,e;) Vi € N} et montrons que
Uy, — U.

Soit € [?(R). Montrons que (u,, ) — (u,x) lorsque n — +oc.

On a z € [?(R), alors : Ve > 0,3i € N : ||x — ¢;]| < e car {e;} est une base Hilbertienne

de I?(R) donc {e;} = I*(R) (l’espace vectoriel engendré par (e;) est dense dans ZQ(R))

On a |(un,z) — (u,x)| = [(up,x — €; + €) — (u,z — e; + €;)| = [(un,x — €;) + (un,€;) —
(u, 2 — ei) = (u, €)| < [(un,z — €;)| + [(un, €:) — (u, &)| + [(u, 2 — &;)| < [Junllllz — el +
llullllz — eill + [(un, e:) — (u,e;)| < Me + |Julle + e = e(M + |Ju|| + 1) — 0 lorsque € — 0.

Proposition 5.8

Lorsque F est de dimension finie, la topologie faible o(FE, E’) et la topologie forte
coinsident.
En particulier une suite (z,,) converge faiblement si et seulement si elle converge for-
tement. Si on désigne par o(F) a la topologie forte induite par la norme ||.||, alors on
écrit :
o(E,E') = o(E).

Démonstration.

Do(E, E') C o(E) est toujours vraie.
ii) Montrons que o(F) C o(FE, E'). C’est-a-dire que tout ouvert de o(F) appartienta o (E, E').
Soit zp € E et soit Q un voisinage de z( pour la topologie forte o(E). On va chercher un
voisinage V' de z tel que V' C Q.
D’apreés la proposition 5.6, V' est sous la forme :

V={ze€E, [(fiyx —x)| <e,Viel}, avec [estfiniet f € E',e > 0.
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On suppose que B(zp,r) C 2. On choisit une base {ej, es, ....,e, } de E tel que ||e;|| = 1,Vi €
{1,2,...,n} (car E est de dimension finie).
n

Pourtoutz € F,x = g T;€4.
i=1
Les applications x — z; définissent n formes linéaires continues sur F notées f;. On a alors

n
l — zoll <> |{fi, — z0)| < ne, pour z € V.
=1

- r .
On choisit € = —, on obtient V' C €. O
n

Proposition 5.9

Dans un espace de Hilbert # de dimension finie, la convergence faible est équivalente
a la convergence forte.

Démonstration.

i) La convergence forte —> la convergence faible est toujours satisfaite d’apres la proposi-
tion 5.7 (propriété 2).
ii) Montrons que la convergence faible = la convergence forte. Soit {e1, ea, ...., €, } une base
orthonormée de # et soit (z,,) une suite faiblement convergente et soit x sa limite i.e z,, — x.
On a d’apres 'égalité de Parseval :

p
lzn —2ll =) I{es, zn — ).
i=1

D’apres la propriété 1) de la proposition 5.7, on a :

lim (ej,zp, —x)=0, Vi=1,2,....,p.

n—->-+00

lim |z, —z| =0.
n—>-4oo
Remarque S5.5.

Si E est de dimension infinie, la topologie forte est différente de la topologie faible,
c’est-a-dire que o(E, E') # o(FE), (o(E,FE') & o(E)).
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Définition 5.3.

Soient E un espace de Banach et M un sous-ensemble de E. On dit que M est faible-
ment borné si pour toute f € E’ 'ensemble de nombres

D ={{f,z),x € M}

est borné.

Proposition 5.10

Tout ensemble borné est faiblement borné.

Démonstration.

Exercice. O

Proposition 5.11

Dans un espace de Banach F, tout sous-ensemble M de F faiblement borné est borné.

Démonstration.

Supposons que M est faiblement borné et montrons qu'’il est borné.
Supposons que M n’est pas borné. Alors il existe une suite (z,,) C M telle que ||z, | > n?.

On considére la suite (—),,cn+. Pour toute f € £/ on a :
n
Tp 1
|(f,—)| < = sup [{f,z)| — 0 lorsque n — +oo0.
n N zeMm
Autrement dit,
X
“™ 0 lorsque n — +o00.
n
Alors d’apres la proposition 5.7 (propriété 3), il ressort que la suite (||~ ||) est bornée, ce qui
n

contredit I'inégalité

%"H > n. 0

5.1.2 Topologie faible, ensembles convexes et opérateurs linéaires

D’apres la remarque 5.5, tout ensemble fermé pour la topologie faible o(E, E’) est fermé
pour la topologie forte o(FE), mais quand dim(E) = +oo la réciproque est fausse.
On va voir que pour les ensembles convexes ces deux notions coincident.

Théoréme 5.1

Soit C un sous-ensemble convexe de E. Alors C est faiblement fermé pour o(E, E') si et
seulement s’il est fortement fermé.
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Démonstration.

=) est toujours vraie.
~—):
Supposons que C est fortement fermé et montrons qu’il est faiblement fermé. Donc on va
montrer que C¢ (le complémentaire de C ) est un ouvert pour la topologie o(E, E’), C’est-a-
dire qu’il est un voisinage de chacun de ses points.
Soit xg € C¢. D’apres le théoréme de Hahn-Banach deuxieme forme géométrique, il existe un
hyperplan fermé qui sépare {z(} et C au sens strict, c’est a dire que :

df € E' eta € R tels que (f,z0) < a < (f,y), pour tout y € C.
On pose
V={xeFE:(fz)<a},

de sorte que zp € V et VN C = () (cest-a-dire que V' C C¢) et V est un ouvert pour la
topologie o (E, E'). O

Théoréme 5.2

Soient F et F' deux espaces de Banach. Soit A un opérateur linéaire de E dans F'. Alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes

1) A est continu de E dans F.

2) A est continu de E faible o(F, E’) dans F faible o(F, F’).

Démonstration.

i) Montrons que 2) = 1).
Utilisons le théoreme du graphe fermé.
On a d’apreés la propriété 2) I'application,

A: (Bo(B,E') — (Fo(F.E),

est continu. Donc G(A) est fermé dans (E X F,o(Ex F,E"x F'), et comme G(A) est convexe
(puisqu’il un sous-espace vectoriel), alors en vertu du théoreme 5.1, G(A) est fermé pour la
topologie forte (c’est-a-dire pour la topologie (E X F,o(E x F)) et donc A est fermé pour la

topologie forte.
Par conséquent, d’apres le théoréme du graphe fermé 4.2, on conclut que A est continu (pour

la topologie forte, i.e A € L(FE, F)).
ii) Montrons que 1) = 2).
On va utiliser la proposition suivante :

Proposition 5.12

Soient E et F' deux espaces de Banach et A : F — F un opérateur linéaire continu
(Cest-a-dire que A € L(E, F)). Alors il existe un opérateur 7' = A’ : ' — FE' linéaire
continu (C’est-a-dire que A’ € L(F', E')), tel que :

<f, Ax>F’,F = <Atf, J">E’,E et
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1Al e,y = 1A L(pr -
Démonstration.

Supposons que :
A (E ) — (F]-lF)

est continu et montrons que
A: (E,O‘(E, E’)) — (F,U(F, F’)) est continu.

Soit (z,,) une suite de E. On va montrer que si x, — x (pour la topologie o(E, E’)), alors
Az, — Az ( pour la topologie faible o (F, F")). C’est-a-dire qu’on montre que :

(f, Az,) — (f, Az) pour tout f € F' dans (C,|.|).

Ona:
<frAmn>::<Aff7$ny

Comme A € L(FE, F) fortement, alors on a aussi A € L(F', E').
On a z,, — x alors,
(g,2n) — (g, ) pour tout g € E'.

Puisque A'f € E’', donc
<Atf7 $n> — <Atf7 33‘)
Alors,

(AYf xn) = (f, Axy) — (Af,z) = (f, Ax).

D’ou le résultat. O

Définition 5.4. (Convergence des suites des opérateurs)

Soient £, F' deux espaces normés et soit (7},),en une suite de I'espace L(E, F).

1. On dit que la suite (7},),cn converge uniformément vers 7" si (7},),cn converge en
norme dans L(E, F'), c’est a dire que || T, — T' || (g, )— 0 lorsque n — +o0. On
dit alors que T est la limite uniforme de la suite (7}, ),en-

2. On dit que la suite (7},),en converge fortement vers 7" si (7),(z))nen converge for-
tement vers Tz dans F' pour tout x € E, c’est a dire que || T,(z) — T'(z) ||[r—
0,Vz € E lorsque n — +o00. On dit alors que 7T est la limite forte de la suite

(7%>n€N-

3. On dit que la suite (7,),cn converge faiblement vers 7" si (7),(z))nen converge
faiblement vers 7'z dans F' pour tout = € E, c’est a dire que |f(T,,z) — f(Tx)| —
0,vx € E,Vf € E' lorsque n — +oco. On dit alors que 7T est la limite faible de la
suite (7}, )nen-

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Topologie faible-x o(E’, E) 108

Théoréme 5.3

( La convergence faible et la continuité)
Soient F et F' deux espaces de Banach et A un opérateur linéaire continu de E dans F'.
Si z, — x lorsque n — 400, alors Az,, — Ax lorsque n — +oc.

Démonstration.

On montre que (Az,,g) — (Az, g) dans R lorsque n — +oco pour tout g € F”.
Soitge F'.Ona:

(Azxy, g) — (Azx, g) = (Az, — Az, g) = (A(xy, — ), 9) = (xn, —x, A%g).
Comme z,, — x et A*g € E’, alors,

(xn —x, A g) N
n—oo

5.2 Topologie faible-x o(F’, F)
Soit E un espace de Banach, soit E’ son dual topologique (muni de la norme duale || f|| gz =

sup  |[(f,x)]) et soit E” son bidual (c’est-a-dire le dual de E’) muni de la norme
z€E,||z]<1

€]l = sup  [{&, f)]

fEEIfII<1

Définition 5.5.

la topologie faible-+ désignée aussi par o(E’, E) est la topologie la moins fine sur E’
rendant continues toutes les applications (. ).cp ol ¢, : E/ — C définie par :

ez (f) = {f, )

Remarque 5.6.

1) Comme E’ C E”, il est clair que la topologie o(FE’, F) est plus fine que la topologie
o(E', E"). Cest-a-dire que la topologie o(E’, E) possede moins d’ouverts (resp fermés)
que la topologie o(E’, E").

2) On utilise la topologie faible-x dans le cas ou les espaces ne sont pas réflexifs car dans
le cas ou les espaces sont réflexifs les topologies o(E, E’) et o(E’, E) ont le méme sens.

Proposition 5.13

La topologie faible-x o(E’, E) est séparée.
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Démonstration.

On montre que pour tous fi, fo € E’ tels que f1 # f2,3 O1, 02 deux ouverts pour la
topologie o(E', E) tels que f1 € O; et fo € Oz et O1 N Oz = .
Soient fi, fo € E avec fi # fo, il existe donc = € E tel que (f1,z) # (fo, )
(puisque f1 # f2).
On suppose par exemple que (f1,z) < (f2, ) et on introduit « tel que :

(fi,z) <a<{fsz).

On pose :
O1={fel :(f,x)<aletOy={f €L :(fx)>al
Ona:
01 = ¢ '(] — c0,al),
et

Oy = 90;1(]O‘ﬂ +00]).

Comme ¢, est continue alors O; et O; sont des ouverts pour la topologie o(E’, E) et f; €
O1, f2€ Oz et
O1NOy = 0. O]

Proposition 5.14

Soit fp € F'.
On pose :

V={feFE :|{f-fo,z)| <&, Viel, avec I estfini} ol z; € E pour tout i € [ et & > 0.

Tous les ensembles de la forme V' forment une base de voisinages du point f; pour la
topologie o(E', E).

Démonstration.

On fait la démonstration de méme maniere que la démonstration de la proposition 5.6. [J

Notations :
Etant donnée une suite (fn) de E’. On désigne par
1. f, = f la convergence de (f,) vers f pour la topologie faible-x o(E’, E).
2. f, — f dans E’ désigne la convergence forte de (f,,) vers f dans E'.

Proposition 5.15

Soit (f,,) une suite de E’. On a :

1. (fn if) — ((fn,x> N <f,:c),Vx€E).
2. Si f, —> f, alors f, — f.

3. Si f,, = f, alors || f,|| est bornée et || f|| < liminf || £,
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4. Sif, > fetsi xn“ﬂ”)x (fortement), alors (f,,z,) — (f, ).

n—o0

Démonstration.

On fait la démonstration de méme maniere que la démonstration de la proposition 5.7. [

Remarque 5.7.

Si f, = f etsiz, — x, on ne peut pas conclure que (f,,z,) — (f,z).
En dimension finie, la topologie forte o(F) et la topologie faible-x o(E’, E) coincident.

5.3 Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki

Théoréeme 5.4

( de Banach-Alaoglu-Bourbaki)
L’ensemble Bpr = {f € E' : ||f|| < 1} est compact pour la topologie faible-x o(E’, E).

Rappels :
1) Topologie produit :
Soit X = H X; espace produit et T'(P;);cr la topologie produit sur X.
iel

Théoréme 5.5

,»S Soit ((Xi, TZ-)> ., une famille d’espaces topologiques et (E, T') un espace topologique.
(S
Ona: .
(B,7) L (T] X T(Pier) = (X5,T),

el
(5, T) 2 (x;,1).

L’application f est continue si et seulement si 'application P; o f est continue pour tout
jel.

Remarque 5.8.

l'application P; est continue par définition de la topologie produit T'(F;);er qui fait
rendre continues toutes les applications (P;);e;.

Définition 5.6. (Application homéomorphisme)

Soient (X1,77) et (X5, T5) deux espaces topologiques et f : (X1,71) — (X2,7%) une
application.
On dit que f est un homéomorphisme si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites
1) f est continue
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2) f est bijective
3) l'application inverse f~! : (Xo,Ty) — (X1, T}) est continue.

Démonstration. (du théoréme 5.4)

Onpose R=R,, YV = H R, = R¥, Cest-a-dire que Y = {w = (wg)zcE et wy € R}.
LI
On munit 'espace Y de la topologie produit (la topologie moins fine sur Y rendant continues

toutes les applications P, : Y — R : P,(w) = w, pour tout z € E).
On munit E’ de la topologie faible-x o(FE’, E).
On considére 'apllication :

OB — Y 0(f) = (f2))ser.

Pour chaque z € F fixé,
((f)z = ((f, 2))acE-

On a ® est continue de E’ dans Y car pour chaque z fixé dans E l'application,
fr— (®(f))z = (f, z) est continue.
On a besoin de la proposition (5.4), pour cela on a le diagramme suivant :

E’&Y:HRI&R.
xeFl

Donc P, o ® : ' — R, avec P, est continue d’aprés la définition de la topologie produit.
D’autre part on a P, o ® est continue d’aprés la définition de la topologie faible-+ o(E’, E),
puisque on a vu que l'application ¢, : B/ — R : ¢, (f) = (f, z) et la topologie faible-x fait
rendre continues toutes les applications ...
Montrons maintenant que ® est un homéomorphisme de E’ dans ®(E’).
a) D’apres ce qu’on a vu ¢ est continue.
b) Montrons que & est bijective.
La surjectivité de ® est évidente.
Montrons l'injectivité de ®.
Soit f € E'.On a:
O(f)=0= (®(f))s =0, pour tout z € E.

Donc,
(f,x) =0 pour tout x € E.
D'ou f = 0.
Par conséquent ¢ est injective.
D’ou @ est bijective.
¢) Montrons que ®—1 est continue.
Ona:
o1 ®(FE) — F.
Gréce a la proposition 5.4, il suffit de prouver que pour tout z € E fixé, I'application,
wi— (1w, z),
est continue sur ®(E’), ce qui est évident puisque (®~'w, z) = w,.
D’autre part on a $(Bp/) = K ol

K ={w e Y, |w| < ||z, wapy = We + wy, wrg = Awz, VA € R, V2, y € E},

car,
wy = (®(f)), = (f,z), pourwe K, f e E.
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Donc,
lwa| = [(fs2) < [ fllellzlle < lzle,
et
Wapy = (frxz+y) = (f,z) + (f,y) = wz + w, (puisque fest linéaire),
et

wxe = (f, Ax) = A(f, ) = A\w, (puisque f est linéaire).

Afin de montrer que ®(Bg/) est compacte de E’, il suffit donc de montrer que K est compacte
deY.
On peut écrire K sous la forme :

K =K NKos,
ou
Ky ={weY :|w]| <|z|, Vz € E},
et
Ko={weY 1wppy =wy +wy et wyy, = Aw,, VA € R Vz,y € E}.
On a

K =TT [~ llzl a1l

zel

K est compact car il est un produit des intervalles compacts.
D’autre part, on a :

Ky=ANBAB,

ou
A={weY wppy —wy —wy =0}
et
B={weY :wy — \w,; =0}
Alors,

A=h"*({0}),
et

B =k'({0}),
ol

h:Y —R:A(W) = wpty — Wy — Wy,

et

E:Y — R:k(w) =wy — A\ws.

Les deux applications h et k sont continues, donc A et B sont fermés.

Finalement K est compact et K est fermé, alors K1 N K5 est compact, c’est-a-dire que K est
compact. D’ou ®(Bp/) est compact de E’ (puisque ®(Bp/) = K).

On a B = ®~!(K) et comme ®~! est continue et K est compact, alors on conclut que By
est compacte. O

5.4 Espaces réflexifs

Le fait que le dual £’ d’'un espace vectoriel normé F soit un espace de Banach va nous
permettre de donner certaines propriétés sur le dual E” de E'qu’on appelle le bidual de FE.
Soit x € E et considérons I'application d’évaluation en x suivante : Jz : v € F +— Jx € E”
définie par

Jr: E' = K, telle que Jx(f) = (f,z) = f(x)
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Proposition 5.16

Soit E un espace vectoriel normé. Alors I'application
Jr:xe Evr— Jx e E'
définie pour tout x € E par
Jx(f) = f(z), pourtout f € E’

est une forme linéaire continue de norme ||z|| sur 'espace E’, donc un élément du bidual
E’ de E.
De plus l'application :

J:E—FE' z— Jx (5.2)

est une injection isométrique de F dans E”, dite isométrie canonique.

Démonstration.

Etant donné z € E, I'opérateur
Jr: fe E'w— Ja(f) = f(z) €K,
est linéaire continu. En effet,

- la linéarité :
Pour tout «, 8 € K et pour tout f,g € E/,on a :

Jrz(af + Bg) = (af + Bg)(z) = af(z) + Bg(x) = aJz(f) + BJx(g).
- La continuité :

Soit f € E/.Ona:
[Jx(f)] = |f (@) < [ FI] =]

D’ou Jx est continue.
Montrons que J est isométrique.
Pour tout z € E, on a d’apres le corollaire de Hahn-Banach :

o) _ 1)

[Tz gn = sup p = = Izl
20 A 0 NS
D’ou
1Tz = ||z -
Donc l'application J : x — Jx est linéaire isométrique de £ dans E”. O

Remarque 5.9.

J(E) est identifié a F, et dans ce cas E est considéré comme sous-espace de E”.
E est dit réflexif si J(E) = E”, c’est a dire E est réflexif si et seulement si pour tout
g € E”, il fait correspondre x € F tel que Jzr = g
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Définition 5.7.

Soit E un espace de Banach et soit .J I'injection canonique de E dans E”. On dit que
E est réflexif si
J(E)=E"

Remarque 5.10.

Lorsque I'espace E est réflexif, a 'aide de I'isomorphisme on peut identifier implicite-
ment E et E”, c’est a dire que £ = E”.

Remarque 5.11.

Un espace vectoriel normé est réflexif si I'isométrie canonique J : E — E” définie dans
le théoreme (5.16) est surjective. Ainsi, il nous permet d’identifier E avec son bidual E”.
D’un autre terme F est réflexif si, pour g € E” donné, il existe (un unique) = € F tel
que :

(g,f) = {f,z), Vf € E.

L’essentiel de cette définition est que l'identification de E avec E” soit réalisée par
I'isometrie canonique.
On observe que, comme espace dual, un espace réflexif est nécessairement complet.

Exemple 5.2.

i) Tous les espaces LP et [P avec 1 < p < oo sont réflexifs.
ii) Tout espace de Hilbert est réflexif.

5.5 Théoréme de Kakutani

Théoréme 5.6

(de Kakutani)

Soit E/ un espace de Banach et £’ son dual topologique.
Alors,
E est réflexif si et seulement si la boule unité fermée By = {x € E,||z||g < 1} de E est
compacte pour la topologie faible o(E, E’).

Démonstration.

i) =). Supposons que l'espace E est réflexif et montrons que By est compacte pour la
topologie faible o(E, E').
Comme F est réflexif, alors F = E” et donc J(Bg) = Bgr = Bg.
En vertu du théoréme 5.6 Bg» est compacte pour la topologie o ((E')’, E).
D’autre part on a o ((E'), E') = o(E, E') (puisque E” = E), on conclut le résultat.
i) <)
Supposons que Bp est compacte pour la topologie faible o(F, E’) et montrons que E est
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réflexif.
Pour cela on a besoin des deux lemmes suivants : O

Lemme 5.1. (de Helly)

Soit E un espace de Banach, f1, fa,...., fn € E' et a1, o, ...., ap, € R fixés.
Les assertions suivantes sont équivalentes
1) Ve > 0,3x. € E tel que ||zc|| < 1et |[(fi,xe) — ;| <e, Yi=1,2,.....,n.

2) ‘zn:ﬁiai < Hiﬂf , YB1, Bas s B €R.
=1 =1

Démonstration. ( dulemme 5.1)

i) Montrons que 1) = 2).
On fixe 1, Bs, ...., B, dans R et on pose S = Z |Bil-

i=1
D’aprés 1) on a :

‘ > Bilfiwe) =Y By
i=1 =1

|l - a)
i=1

<Y 1Bl [(fiswe) — il < Se.
=1

D’ou,
S as| < [Yas - Y silfad| + | D Blaa| < Se | Y (Bifiad)| < se 4
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
| > el
Donc,
iBil <8 H iJil| - 5.3

\;aﬁ < se+ | o n] (5.3)

En faisant ¢ tendre vers 0 dans (5.3), on obtient :
’Zaiﬁi < H Z/Bifi o
=1 =1

ii) Montrons que 2) = 1).
On pose « = (a1, ag, ....,ap,) € R™ et on considere 'application :

0:E— Rz 6(x) = (f1(2), fo(a), o, fule)):

On montre que 1) est équivalente a a € ¢(Bg).

Montrons par I'absurde. Supposons que « ¢ ¢(Bg).

Comme Bp, est convexe, alors ¢(Bg) est convexe, et par conséquent ¢(Bg) est convexe.
D’autre part on a (R") = R".

En vertu du théoreme de Hahn-Banach forme géométrique on peut séparer strictement les

ensembles {a} et ¢(Bg), c'est-a-dire que :

JyeR etBe(R") =R" tels que : (B,¢(x)) < (B,a), Vz € Bg.
D’ou,

Zﬁz<fzyx> <7< Zﬁiai, Vo € Bg.
=1

i=1
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Alors,
n n
‘Z/Bl<flax>‘ <7< ZBZ'OQ', Vr € Bg.
=1 i=1
Par conséquent,
n n
’Z<ﬁ1fux>) << Zﬁiai, Vo € Bg.
i=1 i=1
D’ot,

sup ‘<zn:/8ifi,$>‘ <7< iﬂiai-
i=1 i=1

]| <1

On conclut que :

H;Z;M

n
<Y e
=1

Ce qui contredit la propriété 2).
Lemme 5.2. (de Goldstine)

Soit F un espace de Banach et soit J Uapplication définie comme dans (5.2) proposi-
tion 5.16.
Alors J(Bg) est dense dans Bg (la boule unité fermée de E") pour la topologie o(E", E")

Démonstration. (du lemme 5.2)

Soit ¢ € B et soit V un voisinage de ¢ dans la topologie o(E”, E').
On montre que V N J(Bg) # @. On peut toujours choisir V sous la forme :

V= {77 CE | n—¢€f)|<e i=1,2,.n, c>0etf;c E, ¥i= 12n}
On cherche = € Bp tel que Jx € V, c’est a dire que :
’ (J.fL' - £7f1> ‘< g, Vi=12,..n,

ce qui est équivalent a
| (fi,x) — (& fiy |<e, Vi=1,2,..,n.

Il suffit de montrer la condition ii) du lemme 5.1, c’est a dire pour 1, f2,...,5, € R, on

montre que
n n
1Y Biai [< 1) Bifiller
i=1 i=1

1> B =146 3 Bufd 1< Nl S Bifill < 1S Bifill, car lélle < 1.
=1 =1 1=1

i=1
En vertu du lemme 5.1, il existe x € Bg tel que | (f;,z) — oy |< €, C’est a dire que :

Jx e JBgNV.
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On revient maintenant a la démonstration de I'implication inverse =) du théoreme 5.6.
On a d’apres la proposition 5.16, J : E — E” est linéaire continue (pour la topologie forte)
et ||Jz| = ||x||, alorson a:

J- U(E,O’(E,E/)) N (E”,O‘(E”,EW)),

est continue,
oy, o(E", E') C (E", o(E", E”')) :
Supposons que By est compacte par rapport a la topologie o(F, E’) donc J B est compacte
par rapport a la topologie o(E”, E'). Comme .J B, est dense dans By par rapport a la topo-
logie o(E", E') alors,

JBg = Bgn.
D’ou,

JE=E",

ce qui signifie que F est réflexif. O

Proposition 5.17

Soit E un espace de Banach et M C FE un sous-espace vectoriel fermé (muni de la
norme induite par F). Alors

FE est réflexif = M est réflexif .

Démonstration.

i) Supposons que M est réflexif et montrons que E est réflexif.
En utilisant les restrictions et les prolongements des formes linéaires continues, on conclut
que o(M,M') =c(E,E') | .
ii) Montrons que B); est compacte par rapport a la topologie o (M, M").
Comme F est réflexif, alors d’apres le théoréme 5.6, on a alors By est compacte par rapport
a la topologie o(E, E').
Comme M est fermé dans FE, alors en vertu du théoreme 5.1 M est fermé pour la topologie
o(E,E).
Et comme B); = BpNM C Bpg et que By est compacte et Bg N M est fermé, alors on conclut
que B)s est compacte pour la topologie o(E, E’). Par conséquent B), est compacte pour la
topologie o (M, M'"). O

Proposition 5.18

Soit E un espace de Banach. Alors

E est réflexif & E’ est réflexif.
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Démonstration.

i) =) Supposons que F est réflexif et montrons que E’ est réflexif.
En vertu du théoreme 5.4 Bpest compacte pour la topologie o(E, E').
Comme F est réflexif alors,

E=JE=FE",

et par conséquent,

(E/)” — (E//)/ — El.
Donc E’ est réflexif.
ii) <) Supposons que E’ est réflexif et montrons que F est réflexif.
Comme E’ est réflexif, alors d’apres la premiere implication de i) de cette proposition on
conclut que E” est réflexif.
D’autre parton a :

E~JECE",

et comme J(E) est fermé dans E”, alors JE est réflexif et donc F est réflexif. O

Corollaire 5.1.

Soit E un espace de Banach réflexif.
Soit K C E un sous-ensemble convexe, fermé et borné. Alors K est compact par rapport a la
topologie faible o(E, E").

Démonstration.

En vertu du théoreme 5.1 K est fermé pour la topologie o(E, E’). Et comme K est borné
alors il existe une constante m telle que K C mBpg et d’apres le théoreme 5.6, mBp est
compacte par rapport a la topologie o(E, E’). Comme K est fermé, alors on conclut que K
est compact. O

5.6 Exercices

Exercice 5.1.

Soit E un espace de Banach. soient (x,,) une suite de E et ( f,,) une suitede E', n € N.
Soient v € E et f € E'. Montrer que < x,, f, > — < f,x > dans les cas suivants :
a r, =z, fn—f
b) zp, —~z, fo— [

c) xn, — x, fnconvergevers f au sens faible-x.

Exercice 5.2.
Soit E un espace vectoriel normé. Soient ( f,,)nen une suite de E' et f € E'.
On suppose que f,, — f lorsque n — +oc.
- Montrer que f, converge vers f au sens faible-x.
Exercice 5.3.
On considére Uespace de Hilbert H = [2. On considére la suite orthonormée (e,,) dans

H.
1. Montrer que la suite (e,,) est bornée dans H.
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+oo
7 . 7 . 2
2. Montrer que la série numérique E |(z,e,)|” est convergente.

n=1
- En déduire que e, — 0.

3. La suite (e, ) converge-t- elle fortement vers 0 ? justifier votre réponse.
4. Montrer Uéquivalence : (u, — u) < [(un) est bornée et (un,e;) — (u,e;) Vi€ NJ.

Exercice 5.4.

Soit H un espace de Hilbert. Soient (x,)nen et (Yn)nen deux suites de H et x,y € H.
Quelle est la convergence de la suite {(zy, yn) }nen dans les cas suivants ? :
a/ xy — x et y, — .
b/ x, —xety, —y.
¢/, — x (fortement) et y, — y (fortement).

Exercice 5.5.

Soit H un espace de Hilbert. Soient (z,,)nen une suite de H et x € H.
On suppose que :
Tn, = zetque lim |z,| = z |-
n—-+00

| - Montrer que x,, — x.
‘ Exercice 5.6.

Soit E et F' deux espaces de Banach.
On considére la famille (A, )nen, telle que : Yn € N: A, € L(E, F).

On suppose que la suite ( < Ap(x), f > ) est bornée pour tout x € E et pour tout
n
fevr.

- Montrer que la suite ( | Ap | ) N est bornée.
ne

Exercice 5.7.
Soit E un espace vectoriel normé. Soit (z,,)nen une suite de E.

On désigne par B = {f € E':|| f |p< 1} la boule unité fermée de E'.
- Montrer équivalence suivante :

(wn — x) & (l‘n —~zet<xn f> — <uwz,f > uniformément sur Bp ,Vf € E’).
Exercice 5.8.

On considére Uespace H = L? ([—1, 1]) muni du produit scalaire :

1
(f.9) = / gt

1
Hsz(/l\f(t)\th>,

et pour tout n € N*, on définit une forme linéaire T,, qui fait correspondre chaque f de
H dans R telle que :

et de la norme induite :

ol
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1
T.(f) = /_1 f(t) cos(nmt)dt.

1. Montrer que T, est continue ( c'est a dire T,, € H'), et montrer que || T), || =1
( Indication : Pour calculer || T,, ||z en utilisant la suite de fonctions définies par :

fu(t) = cos(mrt)).
2. Montrer que la suite (1},),>1 converge faiblement vers 0.
3. La suite (T;,),>1 converge t-elle fortement vers 0 ? justifier.

Exercice 5.9.

On considére Uespace E = C%([—1,1],R) et on le munit de la norme

FF =1 £ oo + 1" Nloo + 11 £ lloo -

C’est a dire :

I fle= suwp [f(@)[+ sup [f(x)]+ sup [f"(z)].
z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]
On rappelle que (E, || . ||g) est un espace de Banach.
Pour 0 <e < let f € Eonpose:
e)+ f(—e)—2f(0

g2

1. Montrer que T. € E', T € E'.
2. Montrer que || T || pr= 1.

(Indication : Utiliser la suite de fonctions définies par f,(t) = cos(Qn ) .
n

3. Montrer que T, converge vers T lorsque ¢ — 0 dans E' muni de la topologie *-faible.
4. Montrer que T ne converge pas vers T lorsque ¢ — 0 dans E’ par rapport a la topologie
forte.

<Indication : Utiliser la suite de fonctions définies ci-dessus.)

Exercice 5.10.

On consideére Uespace de Hilbert

+oo

I3(N,C) = {:c = (Tn)nen :@n € Cet Y |zaf? < +oo}.
n=0

Soit lopérateur T), : 1> — C défini par :
Thr = (Thx)n = Tp.

1. Montrer que T, est une forme linéaire continue sur [? et calculer sa norme ||T,||.
2. Montrer que la suite (T),) converge au sens de la topologie *-faible, ( et donc faiblement
car Uespace 12 est de Hilbert ) vers 0.

3. La suite (T,,) converge-t-elle fortement vers 0 ?
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Exercice 5.11.

Soit E un espace de Banach, M un sous-ensemble de E.
On dit que M est faiblement fermé si pour toute suite (z,,),ecn de M qui converge faible-
ment vers x, alors x € M.
1. Montrer que si M est faiblement fermé, alors il est fermé.
2. Trouver un exemple d’ensemble fermé dans E qui n’est pas faiblement fermé.

Exercice 5.12.

Soit (E,|| . ||) un espace de Banach uniformément convexe.

1. On considére une suite (x,,), et © # 0 dans E vérifiant :

x, = xdans o(E, E') et || z, ||| z || dans R.

OTlPOSC-'an:H%H : a:”i—”.

an + a
).

i) vérifier que : “+* — a dans o(E, E') et que : || a ||< liminf ||
n—-+00

ii) montrer qu’en fait on a :
X an +a
lim ||

n—-+oo 2

I|I=1.

Exercice 5.13.

Trouver dans Uespace C([0, 1]) un exemple d’'une suite faiblement convergente mais non
convergente en norme (fortement) de C([0,1]) .

Exercice 5.14.

On considere Uespace,
“+o0o
It = {x = (Tn)nen : Tn € Cet Z |zn| < —l—oo}.
n=0
- Montrer que dans Uespace ' la convergence faible est équivalente a la convergence en

norme (forte).

Exercice 5.15.

Soit E un espace de Banach.
- Montrer que toute suite faiblement de Cauchy dans E est bornée.

Exercice 5.16.

On considére Uespace de Hilbert 12(N, C). Soient x = (x1,%2,x3,....) € I? et la suite
(™) nen de 12 telle que 2™ = (27, 2, 2%, ....).
Montrer Uéquivalence suivante

<la suite (z")pen converge faiblement vers :c) & <sup |l="|| < C etx} "IEC g k€ N).
neN
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Exercice 5.17.

Soit E un espace de Banach.
- Montrer que toute suite faiblement convergente dans E est faiblement de Cauchy.

Exercice 5.18.

- Montrer que tout sous-espace vectoriel M d’'un espace de Banach E est faiblement
fermé.

Exercice 5.19.

Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert et soit T : Hy — Hy un opérateur linéaire
continu.
- Montrer que l'image par T d’une suite faiblement convergente dans H; est faiblement
convergente dans Hs.

Exercice 5.20.

Soient E, F' deux espaces de Banach et soit T': E — F une application linéaire.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) Si x,, — x dans E, alors Tz,, — Tx.
ii) Si x, — x dans E, alors Tx, — Tz.
iii) Si x,, — x dans E, alors Tz, — Tz.

Exercice 5.21.
On consideére Uespace I? et soit l'opérateur T), : 1> — 1? défini par :

. 2
T,z =(0,0,0,...,0, 21, x2, x3, ....), ol © = (x1, X2, T3, ....) € [*.
————

nzros

1) Montrer que T, € L(I?).
2) Montrer que T,, — 0.
3) T,, — 0 (fortement ) ? Justifier.

Exercice 5.22.

On consideére Uespace de Hilbert
L*(R) = {u : R — C telle que u est mesurable et / lu(z)* de < —i—oo}, muni du
R

produit scalaire usuel,

() = [ ulayo(@) da,

lullo = ( /R (@) da).

Soit f € D(R) telle que || f||2 = 1. (D(R) est Uespace des fonctions indéfiniment dérivables
sur R et a support compact.)

On pose uy(z) = \/nf(nx).

1) Calculer ||uy||2-

et la norme induite,
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2) Montrer que la suite (uy,)ncn converge faiblement vers 0.
3) La suite (uy)nen converge-t-elle fortement vers 0 ? Justifier.

Exercice 5.23.

On considére Uespace H = L?(R) muni du produit scalaire

(u,v)H:/Ru(x)v(x)dx

ol = ( [ @)

et la norme induite

Soit f € C§°(R) (Uespace de fonctions indéfiniment dérivables sur R et d support compact),

telle que || f|lz = 1.
On considére la suite de fonctions {uy }nen définie par :

u,(z) = 2™ f(2).

1. Montrer que la suite {u, },cn converge faiblement vers O dans H.
2. La suite {uy }nen converge-t-elle fortement vers 0 dans H ? justifier.

Exercice 5.24.

Soit x = (x1, Ta, ....... ) dans Uespace de Hilbert :
+oo
E =€) = {& = (@a)nens @0 € C: Y [aaf? < +o00},
n=1

muni du produit scalaire :
+o0o
(.%' ) y) = Z TnYn,
n=1

et la norme induite

+o0o 1

2

l@ o= (3 leal?)*.
n=1

On définit la suite d’opérateurs (T,,)nen- telle que T, : E — C comme suit :

<Tn,x>=mx, VneN".

1. Montrer que T,, € E'. Calculer ||T,,|| g
2. Montrer que T,, — 0 x-faiblement lorsque n — +o0.
3. La suite (T,,) converge-t-elle fortement ver O lorsque n — +oo ? Justifier.

Exercice 5.25.

Soit Uespace H = L*(0, 1). On considére la suite de fonctions { f, }nen définie par :

fn(z) = sin(nrz).

- Montrer que f, — 0 mais f, - 0.
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Exercice 5.26.

On consideére Uespace de Banach E = I tel que

+oo
= {1’ = (Tp)n>1: Ty € R,Z |z, | < —I-OO},

n=1

muni de la norme :

—+00
Iz =" |zl
n=1

On consideére Uopérateur : A, : E — R définie par :
Ap(x) =y,

1. Montrer que A,, € E’ et calculer || A, || .
2. Montrer que la suite (A,,) converge vers 0 au sens x— faible .
3. La suite (A,,) converge t-elle fortement vers 0 ? justifier.

5.7 Exercices sur les espaces réflexifs

Exercice 5.27.

Soit E un espace de Banach réflexif, M un sous-espace vectoriel de E et
M+t ={feE :(fa)=0 Vre M}

- Montrer que : (M*)*+ = M.

- Montrer qu’il existe x € F avec x # 0 tel que :

() = \[fI{l]]-

Exercice 5.29.

Soit F un espace de Banach.
- Montrer que :
E est réflexif <= E’ est réflexif.

(indication : on peut montrer qu’'un sous-espace fermé d’un espace de Banach réflexif est
réflexif. Utiliser ce résultat sans le prouver.)

Exercice 5.30.

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace fermé de E.
Soit o € E\M et § = inf ||z — z0]| .
zeM

Exercice 5.28.
Soit E un espace de Banach réflexif, et soit f € F'.
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- Montrer qu’il existe une fonctionnelle linéaire borné f sur E tel que

I71= 5 f&)=0, Yy M, flzo)=1.

Exercice 5.31.

Soit E un espace vectoriel normé et M un sous-espace vectoriel de E.
Soit xy € E.
- Montrer que :

xg € D= Vect(M) <= f(xo) =0VYf € E tel que f/,; =0,

(o Vect(M) est le sous-espace vectoriel engendré par M).
Exercice 5.32.

Soit E un espace vectoriel normé.
- Montrer que :
E est réflexif = E’ est réflexif.

Exercice 5.33.

Soit F un espace de Banach.
- Montrer que :
E est réflexif <= E' est réflexif.

Exercice 5.34.

Soit F un espace vectoriel normé réflexif.
Soit M un sous-espace vectoriel normé fermé de E.
- Montrer que M est réflexif.

Exercice 5.35.

Soit E un espace réflexif, et M un sous-espace vectoriel fermé de E. On définit Uopéra-
teur de restriction R de E' dans M' qui a ¢ € E’ associe sa restriction a M’, et T' de M"
dans E" qui a ¢ € M" associe T¢ € E”, forme linéaire sur E' définie par :

<TE p>=< & Rp >.
1. Montrer que pour tout £ € M", il existe x € E tel que :
<& Rp>=< @, x>, Vo e E'.
2. Montrer que Uélément x construit a la question 1) est dans M.
3. Montrer que M est réflexif.

Exercice 5.36.

Soit E un espace vectoriel normé et E' son dual.
On note (f,z) = f(x) et pour tout M C Eet N C E':

Mt ={feFE : (fry=0VzeM}et N ={z € E:(f,z)=0Yf e N}
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1) Montrer que M+ = Vect(M).
2) Montrer que si E est réflexif, alors N+ = Vect(N).

Exercice 5.37.

Soit E un espace réflexif et soit f € E'.
- Montrer que || f|| g est atteinte.

Remarque 5.12.

On peut utiliser ce critére pour montrer qu'un espace n’est pas réflexif.)

Exercice 5.38.

Soit E un espace de Banach réflexif.
1) Montrer que :

Vf € E' Jrg € E tel que ||xo|| =1 et ||f]| = H31”1p |f(x)| = f(zo).
z||=1

2) Réciproquement : Soit E un espace de Banach.
Montrer que si :

Vf € E' 3z € E tel que ||zo|| = 1et ||f|| = sup |f(x)| = f(z0),

z||=1

alors E est réflexif.

Exercice 5.39.

Soit E un espace vectoriel normé, et J est l'isométrie canonique.
- Montrer que :
J(E) est fermée dans E" <> E est un espace de Banach.

Exercice 5.40.

Soit F un espace de Banach séparable.
- Montrer que toute suite bornée dans E’ contient une sous-suite convergente x- faible-
ment.

Exercice 5.41.

Soit E un espace de Banach tel que dim(E) = +oo et satisfait une des deux propriétés
suivantes :
1) E' est séparable.
2) E est réflexif.
- Montrer qu’il existe une suite (x,,) C E telle que :

|zn]| =1 et x, — 0 dans o(E, E').
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Exercice 5.42.

Soit K un espace métrique compact qui n’est pas fini.
- Montrer que C'(K) n’est pas réflexif.

Exercice 5.43.

Soient E un espace de Banach sur C, F = E’ et (x,,)nen+ une suite de E.
1) On suppose que :

Vf e E" : ({xn, f))nen- est une suite de Cauchy. 5.4

- Montrer que la suite (x,)necn est bornée.

2) On suppose de plus que, pour une sous-suite (,,(,))pen+ de la suite (x,)nen- il existe
y € F telle que w,,,) — y lorsque p — +oo0.

- Montrer que x, — y lorsque n — +oc.

3) On suppose que

E est réflexif (Cest a dire que E” = E). (5.5)

- Montrer que toute suite bornée de E' admet une sous-suite faiblement convergente.
4) On suppose que Uespace FE et la suite (z,),cn+ Vérifient (5.4 ) et (5.5 ).
- Montrer que la suite (x,)nen+ est faiblement convergente dans E.

‘ Exercice 5.44.

Soient E, I deux espaces de Banach tel que E est réflexif et T' : E — F un opérateur
linéaire.
Supposons que Uopérateur T vérifie la propriété suivante :

T, — xzdans £ = Tz, — Tx dans F.

- Montrer que T est compact.

Exercice 5.45.

Soit E un espace vectoriel normé.
a) On suppose que E est de dimension finie. Soit C' C E un fermé non vide.
- Montrer que la distance de tout point x a C est atteinte, c’est a dire qu'’il existe y € C
tel que
d(z,C) = inf ||z — x| = ||y — z||.
(z,C) = inf | = lly —=|

b) On suppose maintenant que E (éventuellement dim(E) = +o00) est un espace réflexif.
Soit C un convexe fermé non vide.

- Montrer que la distance de tout point z a C est atteinte.

¢) Montrer que la propriété précédente est fausse en général si U'on ne suppose pas que C
convexe.
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(Indication : On peut considérer Uensemble C' C I? défini par :

1
C:{x:(azn)neNGZZ:xn:()ouxn:1—|—2—netE|N€Ntelque:UN7é0)}.

Exercice 5.46.

Soit E un espace de Banach sur R et E’ son dual topologique . Soit = € FE tel que
x # 0.
1. Montrer qu'il existe f € E' telle que || f||zr = 1 et f(z) = ||z| &
2. Soit F un espace de Banach sur R tel que F est réflexif et g € F'. Montrer qu’il existe
y € F, y#0 tel que

9y) = llyllrliglle-

3. Soit G = {x = (Tn)n>1, Tn €R, x, — O}.
On munit G de la norme

[#]] = sup | @y | .
n>1

On rappelle que G muni de la norme précédente est un espace de Banach sur R.
a) On définit sur G une forme linéaire g par :

+o00

9(@) =Y i

k=1
- Montrer que g € G’ et ||g|l¢r = 2.
b) Montrer qu’il n’existe pas x € G qui vérifie :
g(@) =2 z ¢
¢) En déduire que G n’est pas réflexif.
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CHAPITRE O

ESPACES L” ET ESPACES DE HILBERT : PROJECTION SUR UN
CONVEXE FERME NON VIDE, THEOREME DE RIESZ, THEOREME
DE STAMPACCHIA ET DE LAX-MILGRAM ET BASES
HILBERTIENNES

Dans la suite €2 désigne un ouvert de R"” muni de la mesure de Lebesgue dz.

6.1 Rappels sur des résultats d’intégration

Théoréme 6.1

(Théoreme de convergence monotone de Beppo-Levi)

Soit (f,,) une suite de fonctions croissante de L'(Q) telle que sup / fn(z)dr < oco.

Alors f,(z) converge vers une limite finie notée f(z); de plus f € L1
| fn = fllL1(@) — 0 lorsque n — +oc.

Théoréme 6.2

(Théoreme de convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,,) une suite de fonctions de L'(Q2). On suppose que
1. fu(x) = f(2) p.p sur .
2. 1l existe une fonction g € L(Q) telle que pour chaque n € N, |f,(x)| < g(z) p.p sur
Q. Alors
feL'Q) et fn— fliri @) — 0 lorsque n — +oc.

Lemme 6.1. (de Fatou)

Soit (f,,) une suite de fonctions de L' () telle que
a) pour chaque n € N, f,,(x) >0 p.p x € Q.
b) Sup/ fn(z)dr < oo

neNJQ
Pour chaque = € €, on pose f(x) = lim inf f,(z).

n—+oo xe)
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Alors
1 .
ferL(Q)et /Qf(m) dr < lim inf /an(x) dx

n—+o00 £€Q
6.2 Espaces [’
6.2.1 Définitions et propriétés élémentaires
Définition 6.1.
Soit p € Ravec 1 < p < oo ; on pose
LP(Q) = {f : 1 = R; f mesurable et /Q|f(:c)|pda: < oo}.

On note

1l = 11 = ( / \f(x)\pd:c)” .

||.||, est une norme.

Définition 6.2.

L®(Q) = {f : Q — R : f mesurable, 3C > 0 telle que |f(z)| < C p.p. sur Q}
On note
1l zoe@) = 1 lloo = inf {C': [f(@)] < C pp. sur 2}

Remarque 6.1.

SifeL>®).
On a alors,
F@)] < [1fll (@) pp- sur .
En vertu de la remarque 6.1, ||.||« est une norme.
Notation :

. - . , s g 1 1
Soit 1 < p < oo, on désigne par ¢ 'exposant conjugué de p, c’est a dire que — + — = 1.
p g

Théoréme 6.3
Soit 1 < p < oo et soient f € LP(Q),g € L4(Q). Alors fg € L*(Q) eton a :

/ F@)g(@)] dz < [ Flplgll.
Q

Démonstration.
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Supposons le cas 1 < p < oo.
Utilisons I'inégalité de Young suivante :

1 1
ab < —aP 4+ =b%, Va > 0,Vb > 0,
p q

on obtient, . ,
|f(@)] 1g(x)] < I;\f(x)\p + g\g(x)\q p.p. sur €.
Il en résulte donc que fg € L'(Q) et que

1 1
/Q £ o) da < L1+ gl 6.1)

Dans (6.1), en remplacant f par af, ou a > 0, on trouve,

Pt 1
p q
p 1 £115 + ” lgll3-

/ F(@)g(x)| da <
Q

q
On choisit o = || f||,,*]|g[|4 , on obtient le résultat.
La démonstration des cas p = 1 et p = oo est évidente.

Théoréme 6.4

Soit 1 < p < 0.
L’espace LP(£2) est un espace vectoriel et .||, est une norme.

Démonstration.

On démontre le cas 1 < p < co.
Montrons que LP(£2) est un espace vectoriel.
Soient f,g € LP(2). On a

(@) + g(@)I” < (If @) +1g(@)])" < 2°(|f (@)" + |g(@)[").

Donc f 4 g € LP(Q).
Montrons que ||.||, est une norme. On montre seulement I'inégalité triangulaire

1+ glly < [1fllp + llgllp-

Ona:

1f+9llp = / |f(2)+g(2) [P~ | f(2)+g(2)| dz < / |f(2)+g(2) P~ f(x)] dw+/ |f(2)+g(2) P~ |g(x)| da.
Q Q Q
Comme |f + g[P~! € L4(2) et en vertu de I'inégalité de Holder, on obtient :

1f +gllb < I1F + g5 1l + ILf + gl lgllp-

C’est a dire que,
1f +gllp < 1Fllp + 1lgllp-

Pour les cas p = 1 et p = oo, on utilise la remarque 6.1.
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6.2.2 Réflexibilité et dualité des espaces L?((2)

Théoreme 6.5
L’espace LP(Q) est réflexif pour 1 < p < oo c’est a dire que (LP)"(Q) = LP(Q2).

Démonstration.

La démonstration sera divisée en trois étapes.

O

Etape 1:

Lemme 6.2. (Premieére inégalité de Clarkson.)
Soit2 <p < oo;alorsona:
A e
< =(IfI2 P) Vf,g € LP(Q).
|2+ 12 < g (i +lalp). vrg e 2@
Démonstration.
(du lemme 6.2)
Il suffit de montrer I'inégalité :
a+bp ja—bpp 1
<> (lap +1pp), va,beR
‘ 2 ‘+’ 2 ‘-2(‘(1'“' , Va,b€

Onaa? + 2 < (o + %)%, Va,B > 0.

( La derniére inégalité a lieu au cas 3 = 1 et le fait que la fonction = — (22 4+ 1)% — 2P — 1

est croissante sur [0, +ool. )

b b
On choisit o = ‘% et = ‘% , on obtient :
a+bpp ja—0b|p a+bi2 ja—b2\% a?  v\§ 1 1
< =(—4+=1)" < Zl|alP + =1|b|P
‘2‘”2‘-(‘2‘”2‘) <2+2) < glal”+ 1ol

car le fait que p > 2, alors la fonction 2 — |z|% est convexe.

O

Etape 2 :
Lemme 6.3.

Soit 2 < p < oo. L'espace LP(S2) est uniformément convexe, et donc réflexif.

Démonstration.
(du lemme 6.3)

Soit ¢ > 0 fixé.
Supposons que :

1fllp < L Al fllp <1 et]lf —gllp > e

En vertu du lemme 6.2, on en déduit que :
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[5Z40 < - (3)"

2 2
pou [ L2 <1 -5 005 1- (1= (2))7 >0
2 llp ’ 2 '
On en déduit que I'espace LP((2) est uniformément convexe, et donc réflexif.
O
Etape 3
Lemme 6.4.
Soit 1 < p < 2. L'espace LP() est réflexif.
Démonstration.
( dulemme 6.4)
Soit1 < p <2,
On considere 'opérateur 7' : LP(§2) — (L2)'(Q2) défini par :
pour u € LP(Q) fixé ; 'application,
Tu:LY(Q) — R
définie par :
(T, 1) = [ wla)f(e) do, ¥F € L),
Q
est continue.
En effet :
Grace a I'inégalité de Holder, on a :
(T, ) < Nlullp |1 £lq
D’ou,
1Tull(ray (@) < llullp- (6.2)
Montrons que ||Tu||(zay ) = |[ullp-
Pour cela, montrons que ||Tu||(zay ) > [[u|p-
o (T f)| | Tufo)|
u, u, .
[Tul|(Lay ) = sup > 2 ol fo € L) et fo # 0.
0 Il I fol
On prend :
fo(z) = lu(@)[P~?u(z).
11 est facile de montrer que fy € L4(Q) et || follq = [Jul5".
D’autre parton a :
| (Tw, fo) [= [lullp-
Donc,
| (T'w, fo) |
1 Tull(Lay ) 2 - [l (6.3)

En vertu de (6.2) et (6.3), on obtient

| Tull(zay ) = llullp-

Il en résulte que l'opérateur 7' est une isométrie de LP()) vers un sous-espace fermé de
(L1Y(Q).

Or d’apres le lemme 6.3 L%(02) est réflexif, donc (L9)'(£2) est réflexif.

Il s’ensuit que T'(LP(£2)) est réflexif et donc LP(Q) est réflexif. O
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Proposition 6.1

Ona:
(L'(Q) = L=(9).

Proposition 6.2

Ona:
!

') ¢ (L=(Q)

6.2.3 Séparabilité des espaces L

Théoréme 6.6

L’espace D(f2) est dense dans LP(Q2) pour 1 < p < 400

Théoreme 6.7
L’espace LP(£2) est séparable, pour 1 < p < 4o0.

Démonstration.

On considére la famille (P;);c;une famille dénombrable des pavées P de la forme :

P =[] lar,bx[, ot a, b, € Qet P C Q.

i=1
Soit la fonction indicatrice 1p : Q — C telle que

1 si ze€eP

1P($):{ 0 si z¢P

On considere £ = ({1 p,t €l }) I'espace engendré par les fonctions 1p, sur Q, cest a dire
que,
feEs (f =Y Ajlp, Jestfini, ;€ @).
jeJ
-On a E est dénombrable.

On montre que E est dense dans LP(Q) (i.eE = LP(2)).
On a en vertu du théoreme 6.6 :

Ve > 0,Yf € LP(Q), 3f1 € D(Q) : ||f — All, < <.

Soit f € LP(Q)) etsoit € > 0 fixés.

fi € D(Q), alors supp(f1) cC Q (.e supp(fi) est compact dans ). En d’autre terme
supp(f1) € Q' cC Q (Q est compact dans 2.)

Comme f; est continu sur un compact, alors il existe fo € E tel que supp(fz) C ' telle que

| fa(z) = fi(z) |< %, ppx e
(mes()?

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Espaces L 135

Donc on a
1f = follp < 1f = fillp + 1f1 = follp <e+e=2e
D’ou F est dense dans LP(2). O
Lemme 6.5.

Soit E un espace de Banach. On suppose qu’il existe une famille (O;);c; telle que
1) Vi € I : O; est un ouvert non vide de E.
2) 0;N0; =2, Vi # j.
3) I est non dénombrable.
Alors E n’est pas séparable.

Démonstration.

Montrons par 'absurde, c’est a dire qu’on suppose que E est séparable.
Soit (uy, )nen une suite telle que {u,,n € N} = E.
On a donc, puisque (uy),en est dense dans F,

Viel:O;N{uy, neN}#0o.

On choisit alors n(i) tel que Up iy € O; (car l'intersection est non vide).
On a l'application : A : I — N définie par :

A(i) = n(d),

est injective. En effet,
sin(i) = n(j), alors,
Up (i) = Un(j) € O; N Oj.
Dongc,
i=].

Ce qui contredit le fait que I est non dénombrable. O

Proposition 6.3

L’espace L*°(2) n’est pas séparable.

Démonstration.

la démonstration repose sur le lemme 6.5.
On pose I = Q.
Pour tout a € , on choisit r, = d(a,2¢) > 0 car {a} est compact et ()¢ est fermé. (2 est le
complémentaire de §2).
Soit

B(a,rq) ={z: ||z —al| < rq}.

On considere la fonction indicatrice 1p(,,,.,) de B(a,7,).
On a lp(yy,) € L>(Q).
On pose ug = 1p(4,r,) €L

1
Ou = {f € L) : If — talloo < 5}-
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On a O, vérifie les hypothéses du lemme 6.5.
L’hypothése 2) du lemme 6.5 revient au a # b = B(a,r,) # B(b, 1), donc O, N O, = & car
lug — upl| = 1. O

6.2.4 Résumé

e 1 1
1) Pour 1 < p < 400, LP est réflexif, séparable et (L?)' = L9, avec — + — = 1.
p q

2) p =1, L' n’est pas réflexif, séparable et (L') = L.
3) p = 400, L™ n’est ni réflexif ni séparable et L' ¢ (L>)'.

6.3 Espaces de Hilbert : Définitions et propriétés

Définition 6.3. (Espace préhilbertien)

Soit E un espace vectoriel sur C.
L’application :
(,.):ExE—=C, (6.4)

est dite produit scalaire sur F si pour tous x,y, z € F et a, 3 € C, les conditions suivantes
sont satisfaites :

a) (z,y) = (y,z), (la barre désigne le nombre complexe conjugué) ;

b) (e + By, z) = a(z,y) + By, 2);

¢) (z,z) > 0et (z,x) =0 implique = = 0.

Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est dit espace préhilbertien.

- En vertu de la définition 6.3 le produit scalaire de deux vecteurs de E est un nombre
complexe.
- Notation :

On désigne par (x,y) le produit scalaire entre les vecteurs z, y.
D’aprés la condition a) de la définition 6.3, on a (z,x) = (x,x) qui signifie que (z,z) €
R, pour tout x € F.
- 11 vient de la condition b) de la définition 6.3 que :

(z, 0y + B2) = (ay + Bz, 2) = aly, ) + B(z,2) = al(z,y) + B(z, 2).
En particulier,
(az,y) = a(z,y) et (z,ay) =a(z,y).

Ainsisia =0, alorson a (0,y) = (z;0) = 0.
Définition 6.4.

Une forme sesquilinéaire sur F, est toute application sous la forme (6.4) vérifiant :
Ve,y € E,Va,3 € COna:
1) (azx + By, 2) = a(z, 2) + B(y, 2)-
2) (2, ay + B2) = alz,y) + Bz, 2).
On dit que I'application (la forme) (6.4) est hermitienne si elle vérifie les propriétés 1),
2) et la condition a) de la définition 6.3
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Remarque 6.2.
1) Notons que dans le cas ou K = R, une forme sesquilinéaire est simplement une

forme bilinéaire, et une forme hermitienne est une forme bilinéaire symétrique.
2) On dit que la forme (6.4) est positive si (z, x) est positive, c’est a dire que

(x,z) >0, Vz € E.

Exemple 6.1.

1) C est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire (z,y) = z7.
2) C™ est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire :

n
(w’y) = Zxkg]m r = (1’1,1‘2, ,Il?n) € (Cnvy = (y17y27 ,yn) e C".
k=1

n=1

est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire,

+oo
(.%',y) = anynv T = (1’1,1‘2, ) € l27 Y= (y17y27 ) € l2'

n=1

Exemple 6.3.
L’espace
C(la, b)) = {f : [a,b] — C telle que f est continue sur [a, b]},

est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire :

b
(f.9) = / H(@)a(@) da.

Exemple 6.4.

L’espace

b
L*([a, b)) = {f : [a,b] — C telle que f est mesurable et / | f(z) |* dx < +oo},

Exemple 6.2.
L’espace,
+oo
12 = {a: = (Tn)nen+ : Tn € Cet Z | |2< +oo}
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est un espace préhilbertien, muni du produit scalaire :
b —_—
(f.9) = [ Fla)af) da.

Remarque 6.3.
1) Tout espace préhilbertien est aussi un espace vectoriel normé muni de la norme
définie par
1
]l = (z,2)2.

2) On remarque que ||.|| est bien définie car (x,z) est toujours un nombre réel non
négatif.
3) La condition c) de la définition (6.3) implique que ||z|| = 0 < = = 0. De plus

Azl = v (Az, Az) = \/ Az, 2) =| A ]| [|]].

Théoréme 6.8

(Inégalité de Cauchy Schwarz)
Pour tout z, y d'un espace préhilbertien F, on a

| (2, y) 1< (]l {lyll- (6.5)
L’égalité | (z,y) |= ||=|| ||y|| aura lieu si et seulement z,y sont linéairement indépen-
dants.
Démonstration.

- Siy = 0, alors (6.5) est satisfaite car les deux membres sont nuls.
Siy # 0. D’apres la condition c) de la définition 6.3, on a :

0< (z+ay,z+ay) = (z,2) +a(z,y) + ay,z)+ | a |? (y,y). (6.6)

_(x7y>
(,9)

On pose maintenant a =

dans (6.6) et on multiplie par (y, y), on obtient

0< (2,2)(y.y)— | (z,y) |*.

D’ou le résultat.
- Si x, y sont linéairement indépendants alors y = ax, pour o € C.

Ainsi,
| (2,9) [=] (2, ax) [=] @z, 2) |=[ @ ||z]| [[«]| = [[«]| [laz] = [lz]| [y]-
Maintenant, soient z, y deux vecteurs tels que | (z,y) |= ||z| ||y| ou équivalente a
(z,y)(y, 7) = (z,2)(y, ). (6.7)

On va montrer que (y,y)x — (z,y)y = 0.
On prouve que z, y sont linéairement indépendants. En effet,
En vertu de (6.7),on a:

((y,y):v — (z,9)y, (y,y)z — (:v,y)y) = (y,y)*(z,2) — (1, 9) (W, 2)(z,y) — (=, 9) (Y, v) (Y, y) +

(z,9)(y, 2)(y,y) = 0.
La preuve est achevée. O]
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Corollaire 6.1. (Inégalité triangulaire)
Soit E un espace préhilbertien et soient x,y € E. On a

2+ yll < ll=ll + [lyll- (6.8)
Démonstration.
Lorsque o = 1 I’égalité (6.6) peut prendre la forme suivante :
lz +yl? = (z +y. 2 +y) = (x,2) + 2Re(z,y) + (y,9) < (z.2) + 2| (2,9) | +(y.y).
Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwarz,

2| (z,y) [< 2] lyll

2
lz + I < llzlI* + 2l [l 1yl + Iyl* = (=] + y]) (6.9)

Définition 6.5. (Norme d’un espace préhilbertien)
D’apres la norme dans un espace préhilbertien F, la fonction définie par
1
=] = (z, )2

désigne la norme dans E.

Remarque 6.4.

On a montré que tout espace préhilbertien est un espace vectoriel normé. Il est natu-
rel de poser la question : un espace vectoriel normé est-il un espace préhilbertien ? Plus
précisément, est-il possible définir dans un espace vectoriel normé (E, ||.|) un produit
scalaire (., .) tel que ||z|| = (x,m)% Ve e E?

En général la réponse est négative.

Dans le théoréme suivant, on prouve une propriété de la norme dans un espace préhil-
bertien qui est une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace vectoriel normé
soit préhilbertien.

Théoréme 6.9

(Identité de parallélogramme)
Soit E un espace préhilbertien.
Pour tout z,y € F,ona:

Iz +yl* + |z — yl* = 2|« + [ly]|*) (6.10)

Démonstration.
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Ona:
lz+yl* = (@ +y,2+y) = (z,2) + (z,9) + (Y, 2) + (4, 9).

Donc
Iz + ylI>+ = [lz]* + (z,9) + (g, 2) + [ly*. (6.11)

En remplace maintenant y par —y dans (6.11), on obtient,
|z = yl*+ = llz]* = (z,9) — (y,2) + |ly|I>. (6.12)

En sommant (6.11) et (6.12) membre a membre, on trouve l'identité voulue. O
Théoréme 6.10

(Formule de Pythagore)
Soit E un espace préhilbertien. Pour tout 2,y € F, on a

lz+yl* = =] + [ly]*. (6.13)

Démonstration.

Ona:
lz +yl? = (z +y,2 +y) = (x,2) + 2Re(2,y) + (4, y) = [|2]* + 2Re(z,y) + lylI*.  (6.14)
Siz L y. alors (z,y) = 0. Donc On remplace dans I'égalité (6.14), on obtient,

lz +yl* = [l + llylI*.

Définition 6.6. (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K qui est complet pour la norme
1
Iz [|= (2,2)z.

Remarque 6.5.

Un espace de Hilbert est donc encore un espace de Banach , dont la norme provient
d’un produit scalaire. Une telle norme est parfois appelée norme de la convergence en
moyenne quadratique.

Exemple 6.5.

1) Comme Uespace C est complet, alors il est de Hilbert.
2) Comme lespace C™ est complet, alors il est de Hilbert.
3) L’espace,

+oo

I2(N,C) = {x = (zp)neN : Tn € Cet Z |2 |? < —i—oo},
n=0
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muni du produit scalaire usuel
+oo
(‘T ) y) = Z TnlYn
n=0

et la norme induite

[N

1 =
(&)7 = llall = (D lul?) .
n=0

est un espace de Hilbert sur C.
4) De méme lespace,

“+oo
*(N,R) = {x = (Tn)neN : Tn € Ret Z 20 |* < +oo},

n=0

muni du produit scalaire usuel :

“+o0
(x7 y) = Z TnYn,
n=0
et la norme induite
. L
(z.2)% = flall = (Y l2nl?) ",
n=0

est un espace de Hilbert sur R.
5)) L’espace,

b
L*([a,}],C) = {f : [a,b] — C : f est mesurable et / |f(2)|?dx < +oo},
muni du produit scalaire usuel,

b —_
um:/f@mmm

et la norme induite,

1= ([ 1rra)’,

est un espace de Hilbert sur C.
6.3.1 Systéme orthogonal et systéme orthonormal
Définition 6.7.
Soit H un espace préhilbertien. Une famille S des éléments non nuls de H est dit

systéme orthogonal si x | y pour tous x,y € S tels que = # y.
De plus, si ||z|| =1, Vz € S, alors S est dit systeme orthonormal.

Théoréme 6.11

Tout systeme orthogonal est linéairement indépendant.
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Démonstration.
n

Soit S un systeme orthogonal. Supposons que Z arrr = 0, pour tous 1, x2, ..., T, € S et pour tous

k=1
a1, e, ..., an € C. Alors

n n n
0= (D awan > ) =D T P flall®
k=1 k=1

k=1

Donc aj, = 0 pour tout k € {1,2,3,...,n}. Par conséquent x1, z2, ..., x, sont linéairement
indépendants. O

Définition 6.8. (Suite orthonormale)

Une suite finie ou infinie de vecteurs qui forment un systéme orthonormal s’appelle
une suite orthonormale.
Remarque 6.6.

La condition d’orthogonalité de la suite (x,,),cn peut étre écrite en terme de symbole

de Kroneker :
( ) = Oy = 1 si  m=n,
ErnulgCmn o 0 si m # n.

Exemple 6.6.
Soit e, = (0,0,0,...,0,1,0,0,....).
——

(n—1) zros
S = (en)nen+ est un systéme orthonormal dans I2.

Exemple 6.7.

Soit,

L’ensemble {¢,,} est un systéme orthonormal dans L*([—m, ]). En effet,
pour m #mn,ona:

T in(m—n) _ ,—ir(m—n)
(émﬂﬁn) — 1/ ez(mfn)x dr — € e _o

2 ) . 2im(m —n)

D’autre part, on a :

(¢na¢n) — 1/ ei('n—n):p dr = 1.

27 J_ .

Donc (¢, dn) = dmn, pour tout m,n € N.
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Lemme 6.6.

i) Soit {uy,ug, .....,un} une suite orthonormée de H.
Alorsona:

lur + ug + oo +un||? = [Jur]|® + |Juzl® + ... + [Juy]|*
ii) Soit (e, )nen une suite orthonormée de H. On a alors
N N
@) Yue HYN €N ul? =37 | (wex) 2 +lu— Y (s en)es]>
k=0 k=0
b) L’inégalité de Bessel :

—+o00
D 1 (uen) P< Jlull.
n=0

Démonstration.

i) Par récurrence a partir de I'identité de Pythagore pour 2 vecteurs.

N N
ii) a) On pose u; = Z(u, er)ex et ug = u — Z(u, €k )ek-
k=0 k=0
Alors,
U1 1 u9.

Comme u = uj + ug, alors d’aprés 'identité de Pythagore on a :
ull® = fua | + fluz]?.

b) D’apres la propriété a), on a VN > 1 et en minorant simplement ||us||? par 0, on aura

N
> uen) P< ull®.
k=0

Par passage a la limite quand N — 400, on obtient I'inégalité de Bessel. O

Lemme 6.7.
Soit H un espace de Hilbert. une suite orthonormée (e, )nen est une base hilbertienne si

(u,en) =0,Yn e N=u=0.

Théoréme 6.12

Soit H un espace de Hilbert et soit (e, ),en une suite orthonormée.
Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) (en)nen est une base hilbertienne.
2)Vue H:u= Z(u, €n)eén.
neN
HVueH: |u*>=> | (ue,) |* (Identité de Parseval).
neN

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Espaces de Hilbert : Définitions et propriétés 144

Démonstration.

- Montrons que 1) = 2).
VjeN,ona:

<u — Z(u, en)en,ej> = (u,ej) — (u,e;) =0,

neN

alors, 'hypothese 1) de ce théoreme entraine,

u— Z(u, en)en =0,

neN

u= Z(u, €n)en.

neN

c’est a dire que :

- Montrons 2) = 3).
D’apres la propriété ii) a) du lemme 6.6, on a :

N

N
YN N2 =3 | (wep) P+l — 3 (u, ex)enl
k=0 k=0

Ainsi quand N — +o0, on obtient I'identité de Parseval.
- Montrons 3) = 1).
Comme par '’hypothése, on a :

(u,en) =0, Vn € N.

D’apres I'identité de Parseval, on en déduit que :
lull* = 0.

C’est a dire que :
u = 0.

O]

Notation :
Soit (£, ||.||) un espace vectoriel normé. On note Sy(E) I'espace vectoriel sur K des formes
sesquilinéaires continue sur F.
Si B € S3(FE), on pose
IBl= s Byl
zy€l, |z]<1, [ly[I<1
Ce qui définit une norme sur Sz(F).
En particulier, on a
Va.y € E: [Ba,y)| < IB ] Iyl

Définition 6.9.

Soit H un espace de Hilbert et soit 7' € L(H). On dit que T est coercif (ou elliptique)
s’il existe o > 0 telle que
Vz € H : |(Tz,z)| > ofz|?
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Proposition 6.4

Soient E et F' deux espaces de Banach sur K et soit 7' € L(FE, F).
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes,
1) Im(T) = F et3C > 0telleque,Vz € E: ||Tz ||r> C|z || £-
2) T est inversible.

Proposition 6.5

Soit T € L(H).
Alorson a:

1. ker(T) = (Im(T*)>l

2. Im(T) = (ker(T*))L.

Proposition 6.6

Soit H un espace de Hilbert muni de son produit scalaire (.,.) et T € L(H).

Si T est coercif, alors il est inversible sur L(H).

Démonstration.
On a d’apres I'inégalité de Cauchy Schwartz et la coercivité de 7" :
Vo€ H || Tz | ||  ||> (Tz, ) > al|z]*.

Donc
Ve e H || Tx ||> ||z

Donc en vertu de la proposition 6.4, il suffit de montrer que Im(7") = H.

O, Vx € H,ona
| (T*z,2) |=| (z,Tx) > o ||*.

Donc T est aussi coercif. Ce qui entraine comme pour 7' I'injectivité de 7.

Donc en vertu de la proposition 6.5 on obtient :
Im(T) = (ker T*)" = {0} = H.
Ce qui donne le résultat.

Dans la suite H désigne un espace de Hilbert.

6.4 Projection sur un convexe fermé
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Théoréme 6.13

(de projection sur un convexe fermé).
Soit K C H, un convexe fermé tel que K # (). Alors
i) Vf € H, il existe une unique u € K tel que

I = ull = min |1/ = v,

de plus, la fonction u est caractérisée par :

i) u € K,
" (f —u,v—u) <0, YvelkK.

Notation :
On pose u = Prg(f) = la projection de f sur K.

Démonstration.

i) L'ensemble {||f — v||, v € K} est minoré (par 0) non vide. Il admet donc une borne
inférieure : d = inlf( IIf =l
S

Par suite, d’apres la caractérisation de la borne inférieure, on a :

1
Ve=—>0, Jv.e Ktelqued <d, = ||f —vn|| < d+e,
n
c’est a dire qu’il existe une suite (appelée suite minimisante) (v,) C K vérifiant

dn = ||f = vnll —> d = inf ||f —v], lorsque n — +o0.
ve

- la suite (vy,), est de Cauchy. En effet :
d’apres l'identité de parallélogramme, en posant :

A=f—-v,eHpu=f—vy, €H.

On a
A+ A — 1
|52+ 125507 = 5 (I + ),
2 2 2
soit N .
(¥ (¥ Un — 0
I = 2 g I = ()
. . P Up + U
Mais, puisque d est la borne inférieure et que s € K,ona
Up + v
P<|f - e
D’ou ) )
d* + ZHUH - Um||2 < i(d% + d?n)v
ie

1
v — vl <2 i(di +d3) — d2] — 0 quand n, m — +o0.
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Par suite il existe u € H telle que la suite (u,), converge vers u.
Mais K est fermé, doncu € K etlonad = ||f — ul|, c’et a dire que :

we K et||f —ull = min |f - o]|

ii) On montre que i) < 17)

Soit u € K vérifiant i), i.e ||f —ul < ||f — v, Vv € K.
Soit w € K quelconque.

Puisque K est convexe on a :

v=(1-tu+twe K, Vt €0,1].
Donc,
1f = ull < 1f = vull = [[(f —u) = t(w —w)]].
Dot :
1f =l < I(F =) — tw — )| = [If = ul]® = 26(f = w,w—u) + 2w —uf®.  (6.15)
Faisons tendre ¢ vers 0 dans (6.15), on obtient :
(f —u,w—u) <0, Vw e K.
Inversement, soit u € K vérifiant ii), c’est a dire que :
(f —u,v—u) <0, Yv € K.
On a, pour toutv € K :
(f—u,v—u) = (f=u, (F~u)=(F~u)+(v—u)) = (f=u, (f-u)=(f-v)) = | f~ul*~(f—u, f-v) <0, Vv € K.
Donc d’apres I'inégalité de Cauchy Schwarz, on obtient,
If = ul? < (f —u, f—o) < |If =l |If =]

Dot :
If —ul < |If =, Vv e K.

- Montrons l'unicité de w :
Supposons que u1, us soient deux solutions de i). On a :

(f —ui,v—u1) <0, Vv € K, (6.16)

et
(f —u2,v —u2) <0Vv € K. (6.17)

On remplace v par us dans (6.16) et v par u; dans (6.17), puis faisons I'addition, on obtient
HUQ — U1||2 S 0.

Dol : Ug = Uui.

Corollaire 6.2.

Soit K C H un convexe fermé tel que K # (). La fonction Pry est lipschitzienne sur H, i.e

|Pri(fi) — Prr(f)ll < ||fi — f2ll, Vi, fo € H.
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Démonstration.
On pose u; = Pri(fi1), ue = Prg(f2).ona:

{ (fi —u,v—u1) <0 YveK, 6.18)

(fa —u2,v—u2) <0 VYvekK.

On remplace v par us dans la premiere inégalité de (6.18) et v par u; dans la deuxieme
inégalité de (6.18), il vient,

(f1 — U1, U2 —ul) <0 Vv e K
{ —(fQ—UQ,UQ—Ul) §0 \V/UEK. (619)
Faisons 'addition des deux inégalités de (6.19), il vient,
((fl — f2) + (u2 — u1),uz — u1) <0,
c’est a dire que :
lug — wr|* < (f1 = fo,uz — ur) < || fo = full lug —wal-
En simplifiant par ||us — w1 ||, on obtient le résultat. O
Corollaire 6.3.
Soit L un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H. Alors
u=Prp(f) <
jid) u € L,
w (f —u,v) =0 Yove L.
Démonstration.
Siu = Prp(f) alors,
(f —u,v—u) <0, Vv e L.
Donc,
(f —u,tv—u) <0, Yo e L, Vt € R.
Par conséquent
t(f —u,v) <(f —u,u), Yo € L, Vt € R. (6.20)
Faisons ¢t = 0 dans (6.20) , on obtient (f — u,u) >0
Faisons ¢t = 1 ou t = —1 dans (6.20) alors,
[(f = w,0)| < (f — u, ).
Lorsque ¢ > 0, alors (6.20) est équivalente a
1
|(f - u, U)| < E(f - u,u).
Lorsque t — 400, alors, (f —u,v) =0, Yv € K.
Réciproquement : Si u € L vérifie iii), c’est a dire que :
(f —u,v)=0,VvelL,
alors
(f —u,v—u)=0, Vv € L.
O
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6.5 Théoréme de : Riesz, Stampacchia, et lax-Milgram

Notation :
Soit H un espace de Hilbert, H' le dual topologique de H, (.,.) le crochet de dualité et (., .)
le produit scalaire sur H.

Théoréme 6.14

( Riesz-Frechet)
Soit f € H'. 1l existe u € H unique telle que :

<f,’U> = (u,v), Vv € H.

De pluson a :
o L= f 1l -

Démonstration.

Soit 'application T : H — H' telleque Vo € H : Ty = f et (T'p,v) = (¢, v).
On vérifie que T'¢ est une forme linéaire continue qui vérifie grace a I'inégalité de Cauchy
Schwarz
(T, v)| = (@, 0)| < llell [vll, Vo € H.

Donc [|[T'¢||g = ||¢llm, i.e T est une isométrie.
Par conséquent
I L= f e -

Par suite T'(H) est fermé dans H'.
Pour montrer que T est surjectif, il suffit de montrer que 7'(H) est dense dans H' (car T'(H)
est fermé dans H') .
H étant réflexif car il est de Hilbert, (donc H” = H).
Soit F' € H" tel que :

<F7T(P>H”><H’ =0, V(p € H,

(ce qui veut dire que VT'p € T(H)) , i.e grice a I'identification H” = H, on a
(F7TQO)H><H’ = 07 VQD € H.

Soit, par définition de 7" : (F, ) = 0, Vo € H. Donc F' = 0.
Par suite, toute forme linéaire nulle sur 7'(H) est nulle partout, ce qui veut dire que

T(H)=T(H) = H'

6.5.1 Théoréme de Stampacchia

On considére dans la suite H un espace de Hilbert sur R et
a:H x H— R: (u,v) — a(u,v) une forme bilinéaire sur H.

Définition 6.10.
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1) a est une forme continue sur H s’il existe C' > 0 telle que
la(u, v)| < Cllull [|v]l, Vu,v € H.
2) a est dite coercive, s’il existe @ > 0 tel que :

a(u,u) > aul|?, Yu € H.

Remarque 6.7.

En dimension finie (H = R"), et dans le cas ou la forme bilinéaire continue et coer-
cive est de plus symétrique (cest a dire que a(u,v) = a(v,u) pour tous u,v € H), on
retrouve la notion de forme bilinéaire associée a une matrice symétrique définie posi-
tive. La coefficient « est alors la plus petite valeur propre de la matrice associée, et la
constante C' de la continuité sa plus grande valeur propre.

Théoréme 6.15

( de Stampacchia )

Soient a un forme bilinéaire, continue coercive sur H et K un convexe fermé dans H
tel que K # 0.
Alors,

Vf e H : il existe v € K unique vérifiant a(u,v —u) > (f,v —u), Vv € K.

De plus, a est une forme symétrique (z’.e a(u,v) = a(v,u),Vu,v € H ), alors la solution
u est caractérisée par :

u € K,
1 o1
salu,w) = (f,u) = min {Sa(v,0) = (f,0)}.

veK

Démonstration.
Soit f € H'. D’apres le théoréme (6.14) de Riesz il existe ¢ € H unique telle que :

(fsv)ascn = (0, 0), Yo € Het||flla = [l¢lla-
Pour u fixé dans H : la forme H — R : v — a(u, v) est linéaire continue, donc appartient
aH.
Donc d’apres le théoreme 6.14 de Riesz, il existe Au € H unique telle que :

a(u,v) = (Au,v) Vv € H.

En vertu de la continuité de a, on en déduit que ||Au|| < C||u||, Yu € H et de la coercivité de
a, on en déduit que :
[Aul] = alull, Yu € H.

Cette derniére s’obtient grace a I'inégalité de Cauchy Schwarz :

allull® < (Au, w) = a(u,u) < || Aul| [[u].
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Le probleme
P trouver u € K vérifiant :
a(u?v _U) > <f,1} —U), Vo € Ka

devient équivalent a

~ { ( trouver u € K vérifiant : (6.21)

Au,v —u) > (p,v —u), Yv € K.

Soit r > 0, a choisir. Alors la derniere inégalité de (6.21) est équivalente a
<(r<p—rAu+u) —u,v—u) <0, Yv € K.
D’apres le théoréme de projection, cela signifie que :
Pr(re —rAu+u) = u,
ou encore, que I'application
T:H — H telleque Vv € H : T(v) = P (r¢p — rAv +v), (6.22)

admet un point fixe unique dans K.
Pour cela rappelons le théoréme de point fixe de Banach suivant :

Théoréme 6.16

On considere (X, d) un espace métrique complet et 7 : X — X une application véri-
fiant :
d(Tz1,Txs) < k(x1,22), V21,29 € X, avec k < 1.

Alors T' admet un point fixe unique u = T'u.

C’est le théoreme des approximations successives de Piccard.
T est dite contraction stricte.
Appliquons le théoreme 6.16 a I'application 7" dans (6.22) définie sur H.
Ona:
|Tvr — Tva|| = || Px(re — rAvy +v1) — Pr(re — rAve + vo)|| < |[(reo — rAvy +v1) — (ro —
rAve + v9)||, (car Pk est lipschitzienne ).
Donc,
[Tvr = Tval| = |[(v1 — v2) — r(Avy — Avg)].

D’ou,
| Tw1 — Toa|| < 72| A(vy — v2)||? + [[vg — w22 — 2r (A(v1 —v), vy —v2> <2 (CQHm —v2\|2) +
lvg — val|? — 2r<a|]v1 — 1)2H2> = (7’202 +1- 27’a) o1 — w2

) . . 2a
11 suffit alors de choisir r de sorte que k = r2C? +1 —2ra < 1,s0it: 0 < r < 2> bour que T
dans (6.22) admette un point fixe.
On suppose que a est symétrique. Alors : a(u,v) définit un autre produit scalaire sur H et la
. 1 O . . 1
norme associée |u| = (a(u,u))? est équivalente a la norme initiale ||ul| = (u,u)2.
Grace aux deux inégalités suivantes :

a(u,u) > aflul|? et a(u,u) < Cllul|?, Yu € H.
Dans ce cas, le probleme

P Vf € H',il existe un unique v € K :
a(u,v —u) > (f,v—u) Vv € K,
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devient grace au théoréme 6.14 de Riez comme suit :

o~ Vf € H',il existe un unique u € K :
a(u,v —u) > a(p,v—u) Vo € K, ¢ € H telle que (f,v) = a(y,v).

Or,
a(u,v —u) > a(p,v —u) < aly) —u,v—u) <0 Yo € K.

Cela est équivalent a dire, grace au théoreme de projection appliqué au produit scalaire a,
u = Pg ( projection au sens du produit scalaire a)
et ceci est équivalent a dire (théoréme de projection encore) que :
1 : 1
a(e — ¢ — )} = mina( — v, —v)},
v

ou encore,

CL(T/J —Ua@b —’LL) = mina(¢ - ’Ua@b _U)a
veK

ou encore,

a(, ) + a(u,u) — 2a(yh, u) = min [a(¢,¢) +a(v,v) — 2a(@/},v)} ,

veK

ou encore

%a(u,u) — {f,u) = min [%a(v,v) - <fﬂ’>}

veEK

6.5.2 Théoréme de Lax-Milgram

On a l'important corollaire suivant, qui est en fait le théoréme de lax-Milgram.

Théoréme 6.17

(lax-Milgram)
Soit a(u, v) une forme bilinéaire continue et coercive. Alors
Vf € H', il existe une unique u € H telle que a(u,v) = (f,v), Vv € H.

Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisée par :

ue Het %a(u,u) —(f,u) = ir&i}r{l{%a(v,v) —(f,v)}.

Démonstration.

On applique le théoreme de Stampacchia.
Donc a(u,v —u) > (f,v —u) Yv € H, u solution appartient a H.

a(u,w) > (f,w) Yw € H. (6.23)

On change dans (6.23) w par —w, on obtient :

—CL(U,UJ) > —<f,’UJ> Vw € H7
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c’est a dire que :

a(u,w) < (f,w) Yw € H. (6.24)
Comparons (6.23) et (6.24) il vient,

a(u,w) = (f,w), Yw € H.

6.6 Bases hilbertiennes

Définition 6.11.

On appelle base hilbertienne de H, une suite (e, ) d’éléments de H telles que
1) |len]| =1, Vn € N.
2) (en,em)g =0, Vn,m € N, n # m.
3) L'espace vectoriel engendré par les (e,,) est dense dans H, cest a dire

Vect{en,n € N} = H.

Proposition 6.7

Tout espace de Hilbert séparable H admet une base orthonormée.

Démonstration.

Soit (y,) une suite dense dans H.
Soit ny, le premier index tel que vy, ....y,, engendrent un sous-espace de dimension £, alors
(yn, ) €st une sous-suite libre, et

Y1y eYng, €0 Yngs ooy Yny

engendrent le méme sous-espace pour chaque k. On écrit x, = y,, pour simplifier, et on pose

Tp — Z(-’Ena ek)ek

61:ieten: ken ,m=2,3,....
&3] lzn =Y (zn, ex)ex|
k<n

Alors la suite (e,,) est orthonormée. En outre,
T1,22,....,Ty €L €e1,€9,....,€n

engendrent le méme sous-espace pour chaque n.
Par conséquent, le sous-espace engendré par (e,,) est dense dans H. O
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6.7 Exercices sur les espaces L”

Exercice 6.1. (lemme de Riemann-Lebesgue).

On consideére une fonction f telle que f est bornée et mesurable sur (0, +o0) et vérifie :

m——+oo C

1 m
lim - dxr = 0.
im /0 f(x) dx

1) Soit g = Xm,, ot [m, 1] C (0, +o0).

- Montrer que
+oo
lim g9(x) f(wz) de = 0. (6.25)

w—r—+00 0

2) En déduire que (6.25) est vraie pour tout g € L'(0, +00).
3)Soit a > 0,b > 0 et on suppose que g € L'(a,b).
Etablir Uégalité suivante :

b b
lim g(z) cos(nx) de = lim / f(z)sin(nz) dx = 0.

n—oo a n—o0

Exercice 6.2.

On considére C([0,1]) Uespace des fonctions continues sur [0,1] et soit f € C([0,1])
telle que :

1
VnEN:/ 2" f(x) dz =0.
0

‘ - Montrer que f = 0.
Exercice 6.3.
1) Soient o, 3 > 0etp > 1.

On consideére la fonction g définie par :
g(x) = .
- Montrer que

(a+ B)P < 2071 (a? + BP),

2) Soient o, 3 > 0 et 0 < p < 1 et on consideére la fonction h définie par :
h(z) = a? + 2P — (o + x)P.

- Montrer que

(a+B)F < af + p~.

Exercice 6.4.

Soit a,b € R.
- Montrer que L?([a,b]) C L'([a, b]).
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Exercice 6.5.

Sotent a > 0, 5 > 0.
On pose

Fy=(1+12) " (14 |glel])

- Donner les conditions sur lesquelles f € LP(R™).

Exercice 6.6.
Soit (0,1) C R.
D On considére la suite de fonctions ( f,,) définie par :
fn(x) =ne ™.
- Montrer que :

1) fn =0, ppxe(0,1).

2) (fn) est bornée dans L'((0,1)).

3) fn - 0 fortement dans L*((0,1)).

4) (f) ne converge pas faiblement vers 0 dans o(L'((0,1)), L>°((0,1))), clest a dire qu’
il n’existe pas une sous-suite qui converge faiblement dans o(L'((0,1)), L°((0,1))).

II) On considére la suite de fonctions (g,,) définie par :

1
gn(z) =nre "7

- Montrer que :

1) g — 0, ppx e (0,1).

2) (gn) est bornée dans LP((0,1)).

3) gn - 0 fortement dans LP((0,1)).

4) g, — 0 faiblement vers 0 dans o(L?((0,1)), L ((0,1))).

Exercice 6.7.

Soient a > 0,b > 0.
On considére les suites de fonctions (fy,), (9n) définies par :

fn(z) = cos(nz) et g,(x) = sin(nx).

- Pour 1 < p < 400, montrer que f, — 0 et g, — 0 dans Lp<(a, b))
2) Soit la suite de fonctions (h,,) définie par :

hn(x) = cos?(nx)

Supposons que 1 < p < 4-o0.
- Montrer que (h,,) C Lp((a, b))

- Trouver la limite faible de la suite de fonctions (h,), c’est a dire : lim w — hy(x).
n—>-+oo

Exercice 6.8.

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices sur les espaces LP 156

D Pour 1 < p < oo, on consideére la suite de fonctions (f,) telle que (f,,) CLP(£2), et
soit f € LP(Q).
On suppose que :
1) fn — f faiblement dans o(LP(Q), L¥' (Q)).
2) |[fullr) = IlfllLr (o) fortement dans LP(2).
- Montrer que f, — f fortement dans L” (), c’est a dire :ngnfroo | fo— f llzr)=0.

II) Trouver une suite de fonctions (f,) C L*((0,1)), f, > 0 telle que
1) fo— [ faiblement dans o(L'((0,1)), L>((0,1)).
2) | fallh = 11

3) || fn = fll1 = 0, c’est a dire que (f,,) ne converge pas fortement vers f.

Exercice 6.9. (Inégalité de Hardy) :

) . 1 1
Soit 0 < p < +oo et soit q tel que — + — = 1.
p q

Pour f est une fonction ou une classe de fonctions sur |0, +oc[, on définit la fonction g
sur R par :

g(x) = ev f(e®).

Supposons que f € LP(]0,+oc]). Pour x > 0, on définit lopérateur T comme suit :

1) Montrer que :

(£ € £7(0,+00D)) <= (g€ L"(R)) et que || fllzno,+oep = llgllzre-
2) Soit h la fonction définie sur R par :

h(z) = e T 1jg 4 o0((2)-

avec 1jg_yoo[() est la fonction caractéristique de |0, +o0l.

- Montrer que h € L'(R) et que si f € LP(]0, +oo[),1/”? =gxh.
- En déduire que T € L(L”(]O, +oo[)> etque || T [|<q.

3) Soit (fn)nen la suite de fonctions définies sur |0, +oo| par :

Falt) = (08) 721y o) (8).

- Montrer que :
Vn € N: f, € LP(]0, 4+00]),

et que
Jm T fullze o400 = ¢

- En déduire que || T ||= gq.
- Montrer que :
, lim Tf,(z) =0, pour z > 0.

n—-+00
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Exercice 6.10.

Soit h € R™. Pour une fonction f mesurable ( au sens de Lebesgue) définie sur R, on
définit une translation par h par :

fn(x) = f(z+ h).

Supposons que, V1 < p < +oo: f € LP(R").
- Montrer que :

fn € LP(R") et que || f — fnl|l, — 0 lorsque h — 0 dans R".

Exercice 6.11.

Soient f,g € L'(R™).
- Montrer que :

(fx9g)(z) = o fy)g(x —y) dy,

est bien définie pour presque tout x € R".
- Montrer que :

fxge L'R™) et que || f * glly < || fll1llgll:-
Exercice 6.12.

Soit € > 0.
On définit la famille de fonctions (p.) telle que (p:) C C*°(R") et vérifie :

Ve >0: p(z) >0, Vo € R",
et supp( <p5> C B(0,¢), ou B(0,¢) est la boule fermée définie par :
B(0,e) ={z e R" || z |<e}.

Supposons que la famille (p.) vérifie :

/nps(:v) dx = 1.

1) Soit ¢y € C.(R™) (Uespace des fonctions continues a support compact.) .
- Montrer que : p. * 1) converge uniformément vers 1 sur R" lorsque € — 0.
2) Soit f € LP(R™). Déduire alors que : limo pe * [ = f dans LP(R™).

E—>r

Exercice 6.13.
Soient a,b € Ret 1 < p < +oc.

On considére la suite de fonctions (f,) de LP(]a,b[) telle que (f,) est bornée.
- Supposons que 1 < p < 4o0.
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- Montrer que f,, — f dans L*(]a, b]) et

<fn X fdans Lm(]a,b[)> = (Vga € C(Ja,b]) on a: /ab frnp dx — /ab fe dx)

ot C2°(]a, b[) est Uespace des fonctions infiniment dérivables sur |a, b et a support com-
pact.

Exercice 6.14.
Soit 1 < p < +o0 et soient les fonctions f, € LP(S), k > 1 et f € LP(Q) telles que
im | felle) = 1 fllro) ppz € Qet lim  fr, = fppzcQ.
k—+00 k—>+o00

. - Montrer que :

I - —0.
i Ilfe — fllzr) =0

Exercice 6.15.

Soient f € L*(R") et g € LP(R™) telle que 1 < p < 0.
1) On considére la fonction h telle que

h(y) = f(z —y)g(y).

- Montrer que : h € L*(R"™) p.p x € R™
- Montrer que la fonction  définie par :

o) = (+0)e) = | Flo=v)atu) dy
est bien définie p.p x € R™.
( La fonction ¢ s’appelle le produit de convolution de f et g.)
2) Montrer que f x g € LP(R™) et

1f * gllze@ny < I flr @y 19l L ey

Exercice 6.16.

. e g 1 1 1
Soient p,q,r e R etelsquep > 1, ¢ > 1l et r > 1 et qui vérifient : — = — + —.
r P g
- Montrer que si f € LP,g € LY, alors fg € L" et

1£gllr <11 fllpllgllq-

Exercice 6.17.

1) Soit g une fonction mesurable sur E telle que pour tout f € LP, ona fg € LP.
- Montrer que g € L.
2) Pour g € L*°, on définit Uapplication linéaire T, : L — LP par :

Tgf =gf

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices sur les espaces LP 159

Soit T' : LP — LP une application linéaire continu qui commute avec tous les T,
g € L™
- Montrer qu’il existe un h € L> tel que T' = T,

T(9)

Indication : Construire une fonction g > 0 telle que g € LP N L*°. Soit alors h = —==.
g
Puis montrer que
Vfe LPNL*:T(f)=hf,

et conclure.

Exercice 6.18.

Pour € > 0, on consideére la fonction f. définie par :

fe(x) = e~cll,

Soit
E = {f : R — R telle que f. est intégrable}.

1) Montrer que LP C E.
2) Montrer que si f € LP, alors f. € LP et que

lim f. = f, dans LP.
e—0

Exercice 6.19.

On considére C.(R™) = lespace des fonctions continues sur R™ a support compact.
a) Trouver C.(R") dans L>(R"™).
b) Montrer que : C.(R™) # L°(R") pour la convergence faible-x, c’est a dire que pour
tout f € L (R"™), il existe une suite de fonctions (f,) C C.(R") telle que

1 = i X X X XT.
V¢€La<fm80>—/ﬂfn( Jo(z) d —>/Qf( Yo d

¢) Montrer que C.(R"™) # L>°(R™) pour la convergence faible, c’est a dire qu’il existe des
fonctions f de L>°(R™) telles qu’il n’existe aucune suite de C.(R™) qui converge faiblement
vers f.

Exercice 6.20.

Soit (fy) une suite de fonctions de R™ dans R, telle que :
V1 <p<+oo, f, € LP(R").

On suppose que :

Vo € C.(R"), ona: lim fn(z)p(z) dz = ¢(0).
n—-+oo R™
- Montrer que :
lim || fnllzr = 400, V1 < p < +00.

n—-+4o0o
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Exercice 6.21.

Soit Q un ouvert de R" et 1 < p < +oc.
Soient la suite de fonctions (gy,) et la fonction g dans LP((2).
On suppose que :

nin—ﬁl-oo gn(x) = g(x),Vx € R" (la convergence simple.)

- Montrer Uéquivalence des propriétés suivantes :
i) gn — g dans LP(Q).
W ||gnllzr = llgllze-

Exercice 6.22.

1 1
a)- Soient p,q € ]1,00] vérifiant — + p = 1. On considére les suites de fonctions
(fn)n dans LP(R) et (gn)n dans LI(R) telles que :

lim f,=f dans LP ; lim ¢, =g dans LY.

n—>-+00 n—>-+00

- Montrer que U'on a : lim / fngn dr = / fgdzx.
R R

n—>-+oo

b)- Etudier le cas particulier ot p =1 et ¢ = 0.

Exercice 6.23.

Soit Q un ouvert de R™ et 1 < p < oo.
Soient la suite de fonctions ( f,,) et la fonction f dans LP(Q2).
On suppose que :
lim f, = f dans LP(Q),

n——+o0o
et qu’il existe une constante C > 0 telle que
Vn e N, |fn| < C p.psurQ.
- Montrer que :
lfI < C p.p.surQ.
6.8 Exercices sur les espaces de Hilbert

Exercice 6.24.

Soit H un espace de Hilbert muni d’'un produit scalaire (., .).
1) Montrer que si H est réel, alors

(2.9) = 7|l +l? — o = yI?].

1
4

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices sur les espaces de Hilbert 161

2) Montrer que si H est complexe, alors

1 , , : .
(@y) =5 |lz +ul* = llz = yl* + ille + iyl +illz - ZyIIQ]

Exercice 6.25.

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur R, et on suppose que la norme || . || satisfait
Va,y € B lz +yl* + o = yl* = 2(]2]* + [ly]]*).

- Montrer que
1
(2.9) = 3 [l + 91 = o = )]

définit un produit scalaire et que la norme est induite par ce produit scalaire.

Exercice 6.26.

Soit H un espace vectoriel réel muni d’'un produit scalaire et la norme induite associée.

2
Pour z,y € H, en développant H llyllx — [|z||y|| , établir l'inégalité de Cauchy Schwarz.

Soit E un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (., .),
- Montrer qu’on a
[zl = lyll] = (@ +y,2 —y) =0.

Exercice 6.28.

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (., .) et soient x,y € E.
1) Montrer que

(r,y) =0« [Haz + ay|| = ||z — ayl|, pour tout a € K}
2) Montrer que

(z,y) =0+ “]m + ayl| > ||z||, pour tout o € K}.

Exercice 6.29.

Soit E un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire (., .) et soient x,y € FE.
On suppose que ||z +yl|* = [|z[|* + [|y]|*
-Ya-t-il (z,y) =072.

| Exercice 6.27.

Exercice 6.30.
Soit T : L?(R) — L?(R) un opérateur linéaire satisfait

f>20=Tf2>0.
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I - Montrer que |T(|f])|| > | T(f)Il

Exercice 6.31.

Soit H un espace de Hilbert et soit (e,,) une base orthonormale de H .
- Montrer que Uopérateur T défini par :

“+00
T(anen> = (z1,22,.....),
n=1

définit un isomorphisme entre H et I? et satisfait (Tx, Ty) = (x,y), Yo,y € H.

Exercice 6.32.
Soit H un espace de Hilbert et M un sous-ensemble de H.
1) Montrer que M est un sous-espace fermé de H.

2) Montrer que M C (M*)* et que (M) est le plus petit sous-espace fermé qui contient
M.

1) Montrer que si M est un sous-espace fermé de H, alors
(MHt =H. (6.26)

2) Est ce que (6.26) est vraie si M n’est pas fermé dans H ? Justifier.

Exercice 6.34.

Soit H un espace de Hilbert et soit (x,,) une suite orthogonale dans H, satisfaisant

+oo
D lznll? < oo
n=1

“+o00

- Montrer que la série Z T, est convergente dans H.
n=1
+oo
- Si on supprime Uhypothése d’orthogonalité, est ce que la série Z T, est convergente
n=1

dans H?

Exercice 6.35.

Soit H un espace de Hilbert tel que dim(H) = +oc.
- Montrer qu’il existe une suite (x,) de H telle que :

Exercice 6.33.
Soit H un espace de Hilbert.

|zn|| =1et ¥Yn € N,Vo € H : (z,,2) = 0.
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Exercice 6.36.

Soit H un espace de Hilbert.
- Montrer que :

(e =2l = llz = yll + lly = 211} = (y = 0z + (1 = @)z pour a € [0,1]).

Exercice 6.37.

Soit [a,b] C R et soit (e,) une suite orthonormale dans L?([a, b]).
Soit f une fonction continue sur [a,b] et f € L*([a, b]).
On suppose que :

Ve > 0,3dN € N,3 ¢, ¢9,....,cn ( des constantes), telles que : Hf — ZakekH <e.
k=1

- Montrer que (e,,) est une base orthonormale pour L?([a, b]).
Exercice 6.38.

Soit H un espace de Hilbert sur C muni d’un produit scalaire (.,.) et soient T\, S €
L(H).

- Montrer que :
(V:C €eH:(Tx,x)= (Sx,x)) = (T =15). (6.27)

- En donnant un contre-exemple, montrer que si H est un espace de Hilbert sur R, (6.27)
est fausse.

‘ Exercice 6.39.

Soit H un espace de Hilbert séparable. Montrer que toute famille orthonormée est au
plus dénombrable dans H.

Exercice 6.40.

Soit H un espace de Hilbert et soit {z1, z2, ...,z } une famille orthogonale dans H.
Supposons que :
n
T = Z Zj.
j=1

- Montrer que :

n
2] = llas)>
j=1

Exercice 6.41.

Soit H un espace de Hilbert et soit (e,)nen Une suite orthonormée dans H.
On considére (\,)nen une suite de nombres réels ou complexes.
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- Montrer que :

+00 +oo
(la série Z Anén est convergente dans H ) = (Z])\n]2 < —i—oo).
n=1 n=1

Exercice 6.42.

On considére H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (., .) et soit M un sous-
espace de H de dimension 1.
Soit M+ lorthogonal de M.
Soit a € M tel que a # 0.
- Soit x € H. Montrer que :

Exercice 6.43.

1
Soit H = L*([0,1]) muni du produit scalaire usuel (f, g) = / f(x)g(x) dx.
0

1) Montrer que le sous-espace

M:{feH:/Olf(x)dx:O},

est un hyperplan fermé de H.Trouver son orthogonal M.
2) Calculer la distance de la fonction f(x) = 2? au sous-espace M.

Exercice 6.44.

Soit H un espace de Hilbert muni d’'un produit scalaire (.,.) et a € H tel que a # 0.

- Montrer que :

Vo € H : d(z, {a}) = W

2) On considére Uespace de Hilbert L? ([0, 1]).

a) Montrer que si f € L2<[O, 1]), alors f € L' ([0, 1])
- On considére Uensemble F tel que :

F={rer(p.) :/Olf(t) at =0},

b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel fermé de L> ([0, 1])

¢) Déterminer FL.
d) Calculer d(f, F) pour f(t) = €.

Exercice 6.45.

Soit H un espace de Hilbert et P : H — H un projecteur, c’est a dire une application
linéaire telle que P?> = P.
1) On désigne par Iy Uidentité de H et & la somme directe algébrique.

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices sur les espaces de Hilbert 165

- Montrer que :
Im(P) = ker(Ig — P) et que H = ker(P) @ Im(P)

On suppose dans la suite que P est continu et P # 0.

2) a) Montrer que ||P| > 1.

b) Montrer que Uopérateur adjoint P* est aussi un projecteur.

3) On suppose maintenant que P = P*.

a) Montrer que || P| = 1.

b) Montrer que P est la projection orthogonale sur I'm(P).

4) On suppose maintenant que || P|| = 1.

a) Développer ||z — P*z||? et en déduire que ker(Iy — P) C ker(Ig — P*).
b) Montrer que P = P*.

Exercice 6.46.

Soit H un espace préhilbertien sur R.
On considére Uisométrie T : H — H, (Vz,y € H : ||Tx — Ty|| = ||z — y||) telle que
T(0) = 0.
1) Montrer que :
Ve,y e H: (Tz,Ty) = (z,y).

2) En déduire que T est linéaire.
(Indication : Développer ||T(z +y) — Tx — Tyl||?).

Exercice 6.47.
On considére Uespace de Hilbert L*([0, 1]).

Soit la suite de fonctions (u,,) définie par :
up(x) = sign(sin(2"7r:r:)), neN, ze€[0,1],

et
+1 si. x>0,

sign(z) = { -1 sinon.

1) La suite (uy,) est-elle un systéme orthonormal de L?([0,1]) ?
2) La suite (uy,) est-elle une base hilbertienne de L?([0,1]) ?

1
(Indication : montrer que Vn € N : / cos(2mx)un(x) dx =0 ).
0

Exercice 6.48.

On consideére Uespace de Hilbert :

PN = {2 = () : 5 o < oo},

n=1
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et soit la famille (e,,) la base canonique de I>(N).
On définit la famille d’'opérateurs (A )nen par :

en St k=n,
Ane’“_{ 0 sikn.

- Montrer que :

Ve € (N): lim A,z=0 et |A,] =1, Vn €N

n—>-+00

- Montrer que :

I An || 0.

Exercice 6.49.

Soit H un espace de Hilbert séparable tel que dim(H) = +oo, muni d'un produit
scalaire (., .) et la norme induite ||.||.
Soit (en)nen une base Hilbertienne de H.
On définit Uapplication N par :

+001

N =3 oo | (wen) |

n=1

1) Montrer que N est une norme sur H., et que N (u) < ||ull.
2) Soit (un)nen une suite de H.
Montrer que :

Up = u = N(up —u) — 0.

3) Montrer que :
N(un — 1) — 0t (Jun|) est bomée] = [up — ul.

4) Donner un exemple d’'une suite (uy,) telle que N(u,) — 0 et (uy) ne converge pas
faiblement vers 0.

5) Montrer que H muni de la norme N n’est pas complet.

6) Montrer que (By, N) (la boule unité de H pour la norme Hilbertienne ||.||, munie de
la norme N) est compacte.
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CHAPITRE [

OPERATEURS COMPACTS : ALTERNATIVE DE FREDHOLM,
SPECTRE D’UN OPERATEUR COMPACT ET DIAGONALISATION
D’UN OPERATEUR COMPACT AUTO-ADJOINT SUR UN ESPACE DE
HILBERT

Introduction :

Les opérateurs compacts, et surtout leurs spectres sont une généralisation naturelle de I'al-
gebre linéaire en dimension finie. Ce sont les opérateurs intégraux (étudiés par E. Fredholm
et V. Volterra, ...), premiers exemples d’opérateurs compacts, qui sont a l'origine de cette
classe d’opérateurs. Les notions essentielles des opérateurs compacts ont été introduites par
D. Hilbert en 1906. Onze ans apres, F. Riesz publie une étude presque compléte sur les opéra-
teurs compacts. En 1930, J. Schauder rajoute quelques raffinements a la théorie en montrant
que l'adjoint d'un opérateur compact est lui méme compact. La plupart des résultats des
sections de ce chapitre sont dus a F. Riesz.

7.1 Définitions, propriétés élémentaires et adjoints

Définition 7.1.

Soient E et F' deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire continu 7" € L(E, F') est
dit compact si 'image de la boule unité fermée de E, T(Bg(0,1)) est une partie relati-

vement compacte de F pour la topologie forte (c’est a dire que T'(Bg(0, 1)) est compacte
dans F'). On note K(E, F') 'ensemble des opérateurs compacts de F dans F'.

Théoréme 7.1

(Théoreme d’Ascoli)
Soit K un espace métrique compact .
On considére I'espace de Banach des fonctions complexes continues sur K

C(K) = {f : K — Ctel que f est continue},

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Définitions, propriétés élémentaires et adjoints 168

muni de la norme de convergence uniforme || f||oc = sup |f(z)|.

zeK
Soit H C C(K). Si
1) H est borné, c’est a dire que : IM > 0, |f(z)| < M, Vz € K,Vf € H.
2) H est équicontinu, C’est a dire que :

(Ve > 0),(30 >0) : d(z1,22) < 0 = | f(z1)—f(22)| <&, Vf € H, (6 ne dépend pas de f).
Alors H est relativement compact.

Démonstration.
Voir ([8]). ]

Exemple 7.1.

E=F= c([a, b]). Soit K € C([a, b x [a, b]).
y) |-

On pose M = sup | K(z,
(z,y)€la,b] x[a,b]

Soit f € C([a, b]).
On définit, \
Tf(@)= [ K)iw) dy

T s’appelle opérateur intégral et K s’appelle le noyau de T.
T est un opérateur compact.

En effet :

Utilisons le théoréme d’Ascoli 7.1.

1) on montre que TBg/(0, 1) est borné, cest a dire que :

3C > 0,Vf € B(0,1) : |[Tf|lg < C.
2)On montre que U'ensemble, TB (0, 1) est équicontinu, cest a dire :
Ve > 0,30 > 0,d(x1,72) <0 =| Tf(x1) — Tf(x2) |< e, Vf € Bg(0,1).

Montronsfl).
Soit f € Bg(0,1), alors || f]| < 1.
Ona:

ITfllg= sup |Tf(z)].
x€la,b]

b b
uwmg/Wmeufm\@SM/\ﬂmmeMWwy
D’ot, ‘ ¢

|71l < M(b—a).
Montrons 2).

Soit € > 0 et soit f € Bg(0,1).
Ona:

b
|TS(@) = Then) 1< [ | Kor0) = KGean) |10 | dy
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Puisque K est uniformément continu sur [a,b] X [a,b] (car[a,b] X [a,b] est compact) ,
alorsona :

30 > 07 ||(1'1,y) - (1:273/)” <9 :>‘ K(iﬁl,y) - K(%‘Q,Z/) |< €.

Donc,

b
| Tf(r) — Tf(as) |< e / ) | dy < e(b—a)|lfle < <(b—a).

En vertu de 1) et 2) on conclut que TBg(0, 1) est relativement compact et donc T est un
opérateur compact.

Exemple 7.2.

Soit (a,b) C R un intervalle fini et soit 1 < p < +o0.
L’injection canonique i : W'?(a,b)) — LP(a,b)) est compacte d’aprés le théoréme 6.6.4
de Rellich, voir ([15]).

Théoréme 7.2

(de Riesz)
Soit E un espace vectoriel normé, alors la boule unité fermée Br(0,1) de E est com-
pacte si et seulement si la dimension de E est finie i.e dim(E) < +oc.

Démonstration.

La démonstration repose sur le lemme 7.3.
Montrons que :
dim(F) = 400 <= la boule unité fermée de F n’est pas compacte.
Alors on construit par récurrence (en commencant par un point zy € E unitaire et arbitraire)
une suite (z,,),en telle qu’en notant E,, 'espace vectoriel (de dimension finie fermé) engendré
par (xy)k<p ON ait

—_

T € Ep, |lzp||lp =1 etd(x,, En_1) > 3
En particulier on a

1
Vm < n, ||z, — TmllE > 7

Donc la suite (z,,),en N'admet aucune sous-suite convergente.
Donc la boule unité fermée n’est pas compacte. Ce qui contredit 'hypothese. O

Remarque 7.1.

1) Si T est compact, on écrit T € K(E, F).
2) Si E = F, on pose K(E) = K(E,E).
3) Si E est un espace de Banach de dimension infinie, alors 'opérateur identité Idg :
E — FE n’est pas compact car la boule unité fermée de E n’est pas compacte puisque
dim(F) = +oo d’apres le théoreme de Riesz. Et de méme l'opérateur identité /dp est
compact si et seulement si la dimension de E est finie.
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4) Si E et F sont de dimensions infinies, le théoréeme de Riesz entraine que si T €
L(E, F) est inversible, alors 7" n’est pas compact.

Proposition 7.1

Soient F et F' deux espaces de Banach.
L’ensemble [C(E, F') est un sous-espace vectoriel fermé de L(E, F).

Démonstration.

- Montrons que K(E, F') est un sous-espace vectoriel de L(E, F).
SiT € K(E,F) et A € Kalors il est clair que AT € K(E, F).
Soient 7', S € IC(E, F) et montrons que 7'+ S € K(E, F).
Ona:
(T'+ S)(Bg(0,1)) Cc T(Bg(0,1)) + S(Bgr(0,1)).

Comme T(Bg(0,1)) et S(Bg(0,1)) sont relativement compacts alors, T(Bg(0,1))+S(Bg(0,1))

est relativement compact et donc (7 + S)(Bg(0,1)) est relativement compact.

Montrons maintenant que K(E, F') est fermé dans L(E, F).

On considere la suite (7;,) C K(E,F) Qui converge vers T' dans L(E, F') c’est dire que
lim |[|7,, —T|| = 0 et on montre que " € K(E, F').

n——+oo
On a TBg(0,1) est compact dans F' et comme l'espace F' est de Banach donc il est complet
et métrique ce qui est équivalent a

Ve > 0,3f1, fa, ..., fn. € F telles que TBE 0,1) UBF (fise).

Puisque Tly. est compact, alors Ty Bg(0, 1) est compact. Donc

EIfl?fQ"' ast € F telles que TNEBE O 1 UBF fla

On veut TBE 0,1) U Br(fi,€)

Ona:
13 g 3 g
ITe—fill < IT2—Twall+ITn.o—fill < IT=Tw llall+ITv.o— fill < Sllall+5 < S +5 =e.
Car ||z|| < 1.
d

Proposition 7.2

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit 7" € L(E, F).
Les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1) T € K(E, F).
2) Pour tout sous-ensemble borné M de F, 'ensemble T'(M) est relativement compact
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de F.

Démonstration.

2) = 1) est claire car on prend M = Bg(0,1).
- Montrons 1) = 2).
Comme M est borné alors,

Je >0 telque: M C Bg(0,c¢) = ¢cBg(0,¢),

car Bg(0, c) est convexe.
Donc,
T(M) © ¢TBy(0,1),

car T est linéaire.
Comme T'Bg(0, 1) est relativement compacte alors ¢T'Bg(0, 1) l'est. Et par conséquent 7'(M)
est relativement compact.

O

Proposition 7.3

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et I' € L(E, F'). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
i) T est compact.
ii) Pour tout M C E borné, T'(M) est compact.
iii) Toute suite bornée (z,,),cn de E, (T'xy,)neny admet une valeur d’adhérence.

Démonstration.

1. Montrons que i)=> ii).
Soit M C E borné.
Alors,
JIr > 0 tel queM C r.Bg(0,1).

D’ou,

T(M) C rTBg(0,1).

Ainsi, T(M) est compact, comme fermé dans le compact .7 Bg(0,1).
2. Montrons que ii) = iii).

Il suffit de poser M = {z,,,n € N}.

3. Montrons que iii) = i).

Soit (Y )nen une suite de TBg(0, 1).

Ona:

1
Vn € N, 3z, € T(Bg(0,1)) tel que :||lyn, — zn|lr < on

Comme d’apres 'hypothése, la suite (z,,),ecn admet une valeur d’adhérence, alors il en est de
méme pour () nen-
O
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Lemme 7.1.

Soit (F,d) un espace métrique complet et soit M un sous ensemble de E. Si M est

fermé de E, alors M est compact si et seulement si pour tout € > 0 il existe n € N* et
Ne

Y1, Y2, ..., yn. € E tels que M C U Bg(yi,€). Ou Bg(yi,e) ={r € E:d(x,y;) < e}
i=1

Proposition 7.4

(Caractérisation des opérateurs compacts)
SiT e L(E, F), alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1) T € K(E, F).

2) Pour toute suite bornée (x,,),en de E, la suite (T'z,, ) ,en admet une sous-suite conver-
gente dans F'.

Théoreme 7.3
Si E ou F est de dimension finie, alors K(E, F') = L(E, F)

Démonstration.
Sidim(E) < 400, alors Bg(0, 1) est compacte d’aprés le théoréme de Riesz. Donc T Bg(0, 1)
est compacte pour tout 7' € L(E, F') (car T est continu).

Si dim(F) < +oo, alors TBg(0,1) est bornée, donc elle est relativement compacte car
dim(F) < +o0. O

Exemple 7.3.
1) Toute forme linéaire continue T € E' cest a dire T : E — K est compacte, car

dim(K) = 1.
2) Les opérateurs intégraux sont des opérateurs compacts.

Définition 7.2. (Opérateur de rang fini )

Soit T € L(E, F). On dit que 'opérateur T est de rang fini si et seulement si 7'(E) est
de dimension finie, c’est a dire que dim T'(E) < +oo.

Exemple 7.4.

On considére Uespace E = L*(]0,1[,R) et soit Uopérateur T : E — E défini par :

1
Pourtout f e E:Tf(x)= / xy(1 — zy) f(y)dy, Yx €]0, 1].
0
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On a T est a valeurs dans Uespace Ry[X|= Uespace des polynémes a coefficients réels de
degré < 2.
On sait que dim(R2[X]) < +oo, alors T est de rang fini.

Proposition 7.5

Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Démonstration.

Soit T' € L(FE, F) un opérateur de rang fini.
Comme T est continu, alors

Vo € Bp(0,1) : |Tz| < |IT).

) est borné dans F et par conséquent T Bg(0, 1) aussi.

Alors TBg(0, 1
(T') est fermée car est un sous-espace vectoriel de dimension finie.

De plus Im
Donc,

TBp(0,1) C Im(T) = Im(T).

Finalement T Bg(0, 1) est fermé borné de I'm(T), donc il est compact de Im(T).
DouT € K(E, F). O

Remarque 7.2.

Si T(E) est de dimension finie, alors 'opérateur 7" est compact.

Corollaire 7.1.
On consideére la suite d’opérateurs (T),)nen telle que T,, € L(E,F) pour tout n € N. On
suppose que T,,(E) est de dimension finie (c’est a dire que T,, est compact) pour tout n € N. On

suppose que T,, — T lorsque n — +oo (c’est a dire que ||T,, — T'|| — 0 lorsque n — +o0). Alors
T est compact.

Remarque 7.3.

On a la réciproque, pour un espace de Hilbert :

Tout opérateur compact est limite d’'une suite d’opérateurs de rang fini.

Proposition 7.6

Soit T' € K(E, F). Alors Im(T) est fermée si et seulement si 7" est de rang fini.
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Démonstration.

i) <=) Supposons que 71" est de rang fini. Donc Im(7') est de dimension finie et alors il est
évident que I'm(T') est fermé.
ii)=). La preuve de cette implication repose sur le théoreme de I'application ouverte.
Supposons que Im(T') est fermé dans I'espace de Banach F, alors Im(T') est de Banach.
D’autre part 7" est continu et surjectif de E dans Im(7T"). Donc d’apres le le théoréme de I'ap-
plication ouverte on conclut que 7" est ouvert.
Comme la boule unité fermée Bp(0,1) est un voisinage de 0 dans E et T ouvert, alors
TBg(0,1) est un voisinage de 7°(0) = 0 dans Im/(7T'). Alors il existe r > 0 tel que

By (0,7) = {z € Im(T) : ||2]| <r} C TBEg(0,1).

On a By,,1) (0, r)F
De plus, on a

est fermé dans T'Bg(0,1), donc By, (1) (0, r)F est compact de F'.

B (0,7) € TBE(0,1)"  Im(T)" = Im(T).

Donc Byy,(1y(0,7) est compact de I'm(T).
On en déduit que la boule unité de I'm(7T") est un compact de Im(7T'), ce qui prouve d’apres
le théoreme de Riesz que dim(/m(7")) < +oo. Par conséquent 7" est de rang fini. O

Proposition 7.7

Soient E, F' et G des espaces de Banach et soient 7' € L(E, F) et S € L(F,G).
SiT e K(E,F)ousS € K(F,G),alors SoT € K(E,G).

Démonstration.
Si T est compact, alors pour tout sous-ensemble borné M de E, T'(M) est compact.
Or I'image d’un compact par une application continue est compacte, donc S(7'(M)) est com-
pact. Il en résulte que S o T'(M) C S(T(M)) est relativement compacte.
Si S est compact, alors pour tout sous-ensemble borné M de E, on a T'(M) est borné aussi et

donc S o T'(M) est relativement compacte. O

Corollaire 7.2.

Soit E un espace vectoriel normé de dimension infinie. Alors Uopérateur identité Id de E n’est
pas compact. Plus généralement, tout isomorphisme T : E — E n’est pas compact.

Démonstration.

1) Montrons que Id : E — FE n’est pas compact.
On a IdBg(0,1) = Bg(0,1) qui ne peut pas étre compacte car dim(E) = +oo.
2) Soit T : E — E un isomorphisme. Supposons que 7' est compact, alors en vertu de la
proposition 7.7 Id = T~ o T est compact ce qui est impossible car Id n’est pas compact dans
le cas ot dim(F) = +oc. O
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Définition 7.3. (Opérateur de Hilbert-Schmidt)

Soit H un espace de Hilbert séparable. Un opérateur 7' € L(H) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (e, ),ecn telle que

+oo
Z |Ten|? < +oo.
n=0

400
Le réel | T||gs = (Z ||Ten||2) est appelé la norme de Hilbert-Schmidt de 'opérateur

n=0

N

T.

Proposition 7.8

Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Démonstration.

Soit H un espace de Hilbert et (e,,),en une base hilbertienne de H et soit 7' un opérateur
de Hilbert-Schflidt.
[o.¢]

On pose C' = Z | Te,|?.
n=0
Soit € > 0. Alors,
+00

dN. € N tel que : Z |Ten|? < €2
n>Ng
On pose F, = Vect{eg,e1,.....,en.} et P. : H — H la projection orthogonale sur F.. Alors
T. = P. o T est de rang fini et,

+oo
IT =T < |T = Tellfrs = D |1 Teal® < €%
TL>N€
Ainsi T est limite d’opérateurs de rang fini, il est donc compact. O

7.1.1 Convergence faible et les opérateurs compacts
Lemme 7.2.

Soit E un espace de Banach et soit (xy),cn une suite de E qui converge faiblement
vers x i.e (x, — x) et {x,} est compact. Alors la suite (x,,),cn converge fortement vers x
(Cest a dire z,, — x).

Démonstration.

Montrons par I'absurde.
Supposons que la suite (x,),ecn Ne converge pas vers x ce qui est équivalent a :

Je>0,YN eN,In> N : ||z, — x| > e.
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Donc,
Jde > Oaa(l'nk)keN : Hl‘nk - l‘” > €.

Comme {z,} est compact et I'espace £ est métrique , alors il existe une sous-suite (zy, )
convergente vers v.

D’autre part, on sait que la convergence forte implique la convergence faible toujours, et on
sait aussi que la topologie faible est séparée, donc on conclut que = = y.

Alors la suite (a:nkl) converge fortement vers x ce qui contredit I’hypothése. O

Théoréme 7.4

Soient E et F' deux espaces de Banach et soit 7' € L(E, F).On a :

T est compact — (mn -~ = Tx, — Tx).

Remarque 7.4.

la réciproque n’est pas vraie sauf si F est réflexif.

Démonstration. (du théoréme 7.4)

Comme z,, — z alors {(z,} est bornée.
Puisque T est compact, alors {(7'z,,} est compact car {(z,} est bornée.
On sait que la continuité par rapport a la topologie forte est équivalente a la continuité par
rapport a la topologie faible. Donc

o(E,E’ o(F,F'
T (B )aj:Tacn (] )Tx

Utilisons le lemme 7.2 pour l'espace F, on conclut que 7'x,, — T'z. O
7.1.2 Adjoint d’un opérateur dans les espaces de Hilbert
Définition 7.4.

Soient F et F' deux espaces de Banach. On appelle opérateur linéaire non borné de £
dans F' toute application linéaire 7' : D(T') C E — F définie sur un sous-espace vectoriel
D(T) C E, avaleurs dans F. On appelle D(T") le domaine de l'opérateur 7'

On dit que T est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que :

[Tz||F < Cllz]|z, Y2 € D(T).

Remarque 7.5.

Dans la pratique, la plupart des opérateurs non bornés que I'on rencontrera sont fer-
més et a domaine dense dans E, c’est dire que D(T') = E).
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Notations :
(E,]|.]|) un espace de Banach.
(E',||.||) le dual topologique de E.
(.,.) le crochet de dualité.
Pourz € Fet f € E',ona f(z) = (f,z) € C

Définition 7.5. (Adjoint d’un opérateur)

Soit T': D(T) C E — F un opérateur non borné a domaine dense (i.e D(T) = E).
On définit un opérateur non borné 7* : D(T*) C F/ — E’ comme suit :

D(T*) = {y € F';x — (y,Tx) est continue sur D(7T) i.e 3C > 0 tel que |(y,Tz)| <
Cllall, ¥o € D(T)}

Il est clair que D(T™*) est un sous-espace vectoriel de F’ car 0 € D(T™) .
On définit T*(y) pour y € D(T™).
Soit y € D(T™). On considere I'application [, : D(T") — R définie par :

ly(xz) = (y,Tz) Yz € D(T).

Ona:
Ly ()] < Cllzl, Vo € D(T).
Comme D(T') est dense dans E, alors d’apres le théoreme de prolongement, [/, se prolonge
de facon unique en une application linéaire continue [, : £ — R définie par :
(ly,x) = (y,Tx), Vo € D(T),
etona: N
()| < Clle], vz € E.

Par suite I, € E',1, € '
On définit aussi un opérateur 7* : £/ — E’' par :

de domaine D(T™).
Il est clair que 7™ est linéaire.
L’opérateur :
T*: D(T*) C F' — E,

s’appelle I'adjoint de 7.
Par conséquent on a la relation fondamentale entre 7" et T™* suivante :

(v, Tx)pr p = (I"y,2)p g, Yo € D(T), Yy € D(T™).
Proposition 7.9

Soit T': D(T) C E — F un opérateur non borné a domaine dense. Alors 7" est fermé,
c’est a dire que G(T™) est fermé dans F’ x E'.
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Démonstration.

Soit (yn)nen une suite de D(7*) telle que y,, — y dans F’ et T*y — z dans E’. On montre
quey € D(T*) et Ty = =.
Ona:
(Yn, Tz) = (T"yn, x), Yo € D(T). (7.1)

On passe a la limite dans (7.1), on obtient :
(y, Tx) = (z,x), Vo € D(T).
Par conséquent, en vertu de la définition de D(7%),on a :
ye D(T*)etT" = 2.

Donc T™ est fermé.

Proposition 7.10

Soient F, F' deux espaces de Banach et soit 7' € L(E, F') et T est fermé. Alorson a :
i L

1) ker(T) = (Im(T*)) , ker T* = (Im(T))

- Lo L
2) Tm(T%) © (ker(T)) , Im(T) = (ker(T*))

1
3) Im(T) est fermée < Im(T*) est fermée <« Im(T) = (ker(T*)) & Im(T*) =
(ker(T))"
Cas d’un espace de Hilbert :

Soit 1 un espace de Hilbert muni d’'un produit scalaire (.,.) et soit T': D(T) C H — H un

opérateur linéaire non borné défini sur #.
On suppose que D(T') est dense dans H. On a

D(T*) = {z € M : lapplication x — (T'x, z) est linéaire continue sur D(T)}.

Comme l'application x — (T'x, z) est linéaire continue sur D(7T') et D(T') est dense dans H,
alors elle se prolonge de fagon unique en une application linéaire continue L. : (X, (.,.)) — C.
D’apres le théoréme de représentation de Riesz il existe y € H unique tel que :

l,(z) = (x,y), Vx € H.

Donc
(Tx,z) = (x,y), Yz e D(T), Vz € D(T").

On a défini donc un opérateur 7* de domaine D(7™) par
T 'z = .

On a donc
(Tx,z) = (x,T"z), Yo € D(T), Yz € D(T").
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Définition 7.6.
L’application T* : H, — H; définie par :
Va € Hl,Vy € Hy : (T.I‘,y)Q = (x,T*y)l,

s’appelle 'adjoint de T'.

Définition 7.7.
On dit qu'un opérateur 7' € L(H) est auto-adjoint si 7" = 7™, c’est a dire

(Tl‘,y) = ($7Ty)7 Vx,y € H.

Proposition 7.11

Soient H; et Hy deux espaces de Hilbert munis des deux produits scalaires (.,.); et
(.,.)2 successivement et les normes induites ||.||; et ||.||2 et soit T € L(H;, Hs). Alors,

Yy € Hy, il existe un unique z € H; tel que Va € H; : (Tz,y)2 = (x, 2)1.
On note
z=T"y
Démonstration.

Soit y € Hy. On définit I'application [, : H; — K par

ly(x) = (Tz, y)2.

- Montrons que [, est une forme linéaire continue. Il est clair que [/, est linéaire.
Montrons que [, est continue sur Hj.
Soit z € H1.On a

\by(2)| = [(Tz,y)| < [T |lyll2 [|z[|» pour tout = € H;.

(On a utilisé I'inégalité de Cauchy Schwartz et le fait que 7" est continu).
Ce qui signifie que [, est une forme linéaire continue sur H;, c’est a dire que [, € H i
Donc en vertu du théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique z € H; tel que

ly(x) = (x,2)1, Vo € H.

C’est a dire que,
(Tz,y)2 = (2,2)1.

Proposition 7.12

Soient H; et Hs deux espaces de Hilbert munis des deux produits scalaires (.,.); et (.,.)2

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Définitions, propriétés élémentaires et adjoints 180

successivement et les normes induites ||.||; et ||.||2 et soit T' € L(H;, Hy). Alors
T* € L(Hy, Hy) et ||| = |7
Démonstration.

i) Montrons que 7™ : Hy — H; est linéaire.
Soient y1,y2 € Hy et a € K.
Pour x € Hy,ona:
(z, T (1 + ay2))1 = (T, y1 + aya)2 = (Tx,y1)2 + &(Tx,y2)2 = (2, T*y1)1 + a(x, T y2)1 =
(x, T*y1 + aT*y2)1.
D’ot,
T (y1 + ay2) = T y1 + oI ys.

Alors T* est linéaire.
Montrons que 7™* est continu.
Soit y € Hs.
Ona:

ITyI2 = (T*2, T°2) s, = (5. TT"Y)m,. (7.2)

Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwarz dans (7.2), on obtient :

IT*yI} = (v, TT*y) s < llyll2 1T I T*yll1-
D’ou,
1Tyl < llyll2 [IT1]-
Ce qui signifie que 7" € L(Ho,H,) etona:
I < Tl (7.3)

Montrons que ||| = ||T||-
Soitz € Hy.On a:

|ITz|3 = (T, Tx)2 = (2, T Ta); < |zl |T%] | T].
Donc,
[Tzll2 < 1T |21
D’ou,
1T < (|7 (7.4)
En vertu de (7.3) et (7.4), on conclut que

17 = 1[T°]-

Proposition 7.13

Soient T, S € L(Hy, Hy) et Q € L(Hs, H) et soient o, 5 € K. On a
1) (Idy)* = Idp.
2T =T.
3) (aT 4 BS)* = aT* + BS*.
4) QT € L(Hy, H) et (QT)* = T*Q*.
5) |77+ = |77 = |IT]|>.
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Démonstration.
La démonstration est facile, elle découle de la définition 7.6. O

Théoréme 7.5

Soient Hy, H, deux espaces de Hilbert et soit 7' € L(Hy, Hs).

Ona:
T est inversible <= T est inversible,
etona:
(T*)fl _ (Tfl)*'
Démonstration.

i) Montrons =).
Supposons que T est inversible et montrons que T* est inversible.
D’apres la proposition 7.13 on a :

(T~1T* =(TT")* = Idp,,

et
TH(TY* = (T7'7)* = Idy,.

Donc T* € L(Hs, Hy) est inversible et (T*)~! = (T—1)*.

ii) Montrons <—).

Supposons que 1™ € L(Hs, Hy) est inversible et montrons que 7" est inversible.

D’apres i), ona (T*)* € L(H;, Hs) est inversible.

Or d’apreés la proposition 7.13, on a 7** = T'. Donc T est inversible. O
Définition 7.8.

Un opérateur T € L(H;, H2) est dit unitaire si

TT* = Idy, et T*T = Idy,.

Définition 7.9.

Un opérateur 7' € L(F) est dit normal s’il commute avec son adjoint, c’est a dire si
TT* =T*T.

Dans la suite, on considere un espace de Hilbert H et l'opérateur 7" € L(H). D’apres l'identi-
fication de H avec H’, on peut considérer que I'adjoint 7* de T est aussi dans L(H).
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7.2 Alternative de Fredholm

Le théoreme de Fredholm permet, entre autre, de montrer I'existence et I'unicité des équa-
tions aux dérivées partielles de type elliptique ne vérifiant pas la condition de coercivité.

Définition 7.10.

Soit E un espace de Banach et T' € L(E).
- On dit que T est un opérateur de Fredholm si les trois conditions suivantes sont satis-
faites
1) Im(T) est fermée.
2) ker(T') est de dimension finie.
3) Im(T) est de codimension finie. (ce qui est équivalent a dire dim (ker(T*)) < +00).
On note

Ind(T) = dim(ker(T')) — codim(Im(T)) = dim(ker(T)) — dim (ker(1™)).

Le nombre entier /nd(7T) s’appelle I'indice de 7.
- On dit que T est un opérateur semi-Fredholm si
1) Im(T') est fermée.

2) ker(T') est de dimension finie.

Exemple 7.5.

Si T est un opérateur compact sur E, alors I + T est un opérateur de Fredholm et
Ind(I +T) =0.

Définition 7.11.

Soit E, F' deux espaces de Banach et soit " € L(E, F)).
L’opérateur T est dit semi-Fredholm si
1) La dimension de ker(7") est finie.
2) L'image de T est fermée.
On note SF(E, F) 'ensemble des opérateurs semi-Fredholm de E dans F.

Remarque 7.6.
Le fait que ker(7") est de dimension finie implique qu’il existe un sous-espace M fermé

M de E tel que E = ker(T) & M (voir [6] page 38). De plus Im(T) = T(M) est un
espace de Banach muni de la norme || . || 7.

Théoréme 7.6

Soit T' € L(E, F') et supposons que ker(T") est de dimension finie. Alors on a
T € SF(E,F) si et seulement si

30 >0Ve e M| Tz |[p>] 2 |g - (7.5)

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Alternative de Fredholm 183

Démonstration.

i) Supposons que (7.5) est satisfaite et montrons que 7' € SF(FE, F).
On a (7.5) implique que Im(T') est fermée. En effet, soit (y,) = (T'z,) telle que y, — y
dans F.
Soit (uy,) et (vy) telles que x,, = uy, + vy, avec (u,) C M et (v,) C ker(T"). Ainsi y,, = T'uy,.
Comme la suite (y,,) est de Cauchy car elle est convergente, donc la suite (u,,) est de Cauchy.
En effet,

1
Yn,m € N, ona || uy, — up Hgaﬂ Yn — Ym ||F -

Donc la suite (u,) est convergente. On pose lim wu, = u.
n—--+00

Ona lim Tu, =Tu.Douy=Tu.

n—>+o00
ii) Réciproquement.
Supposons que 7' € SF(FE, F) et montrons que (7.5) est satisfaite.
On a Im(T') est un espace de Banach et S =T |y;: M — Im(T) est bijective, donc d’apres
le théoréme des isomorphismes de Banach on conclut que S—! est continue. Ce qui entraine
que (7.5) a lieu. O

Théoréme 7.7

(Alternative de de Fredholm [1866-1927] )

Soit £ un espace de Banach et soit 7" un opérateur compact de E dans lui méme i.e
T € K(E). Alors
1) ker(I — T') est de dimension finie.

2)Im(I — T) est fermée et Im(I — T) = (ker([ - T*))

3) L'opérateur I — T est injectif si et seulement s’il est surjectif, c’est a dire Im({ —T') =
E < ker(I —T) = {0}.
4) dimker(I — T') = dimker(I —T™).

€1

Remarque 7.7.

1) On emploie ce résultat dans le cas d’'un opérateur de la forme A/ — 7 ou 7' est un
opérateur compact et A\ # 0 pour exprimer que deux cas, et deux seulement peuvent se
présenter :

- Ou '’équation homogene (A — T')u = 0 n’admet que la solution nulle, et alors
I'équation (A — T")u = f admet une solution unique pour tout f .

- Ou I'équation (A — T')u = 0 admet un nombre fini n de solutions linéairement indé-
pendantes et alors 'équation (A — T)u = f admet des solutions si et seulement si f
vérifie n relations linéairement indépendantes (n conditions d’orthogonalités), auquel
cas I'équation (A — T))u = f admet n solutions.

2 , : o . T
2) Le méme résultat est vrai pour I'opérateur I — T puisque 3 est compact.

Démonstration. (du théoréme 7.7)
1) Montrons que dim(I — T') < +oo0.
Pour faciliter I'écriture, on pose M = ker(I — T).

On a la boule unité fermée de M vérifie By; C T(Bys) etona:

BKO C T(BM) C T(BE)
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Donc B), est compacte, et en vertu du théoreme de Riesz on en déduit que dim(M) < +o0,
c’est a dire que dim(/ — T") < +o0.

2) Montrons que : I'm(I — T') est fermée.

En vertu de la proposition 7.10, pour montrer que I'm(I — T) = ker(I — T*)*.

Il suffit de montrer que Im(I — T') est fermée.

Soit (yn)nen C Im(I —T) une suite convergente vers y et montrons que y € Im(I —T).

Il existe une suite (z,),en C E telle que y,, = x,, — Ty,

On pose,

dy, = d(xn,ker(l - T)).

Tout d’abord, on montre d’abord que la suite (d,,) est bornée.

Montrons par I'absurde, c’est a dire on suppose qu’il existe une sous-suite qu’on la note tou-
jours (dy,))nen, telle que d,, — +oc.

Comme dim ker(I — T') < +o0, alors il existe une suite 2, C ker(I — T') telle que :

dn = [lzy — 23| -
Ty — T
Posons z,, = ———=2
dyp
Doncona:
1
d(zn,ker(l - T)) = d—d(mn,ker(f— T)) =1,
n
Yn
etzn—Tzn:d— — 0.

mn
Comme T est compact, quitte a extraire a nouveau une sous-suite il existe z tel que Tz, — z,
et donc comme 2, — T2, — 0, on a z,, — z.
Mais alors,

z€eker(I —T)et d(z,ker([ - T)) =1

Ce qui est absurde.
la suite (d,,) est donc bornée, et comme 7" est compact, il existe alors z tel que

T(zy — ) > wetaz, —z, > y+uz,
Comme y,, = x,, — 2, — T(x,, — 2},), alors on a :
y=W+z)—T(y+z)eIm(I-T).

Ce qui montre que Im(Il — T) est fermée.
Par conséquent, on conclut d’apres la proposition 7.10 que,

Im(I —T) =ker(I — T*)*.

3) Montrons que :

I — T estinjectif <= Im(I —T) = E < ker(I — T) = {0}.

Montrons Le premier sens =), c’est a dire on suppose que

que I — T est injectif et I — T n’est pas surjectif.

Soit la suite E,, = (I —T)"(E).

Comme [ — T n’est pas surjectif, alors F; C E est un sous-espace de F.

Par ailleurs F; est stable par 7.

De méme on montre que E» C FE; est un sous-espace de Fp, car I — T est injectif et pas
surjectif, et par récurrence on obtient que F, 1 est un sous-espace de E,, et I'inclusion est
stricte car I — T est injectif et pas surjectif.

Par conséquent, d’apres la propriété 2) de ce théoréme 7.7, comme la restriction 7' |g, est un
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opérateur compact de FE,, alors I'image E,; de (I —T) |g, est fermée.
la suite (E,)nen est donc une suite strictement croissante de sous-espaces fermés. Et d’apres
le lemme 7.3, il existe donc une suite (z,,),cn telle que :

N |

Ty € By, ||zn| = 1etd(xy,, Enyl) >
Soient alors n et m tels que n > m, ona:

T(xy — Tm) = ((zm —Txp) — (xy — Txy) + .Tn) — Ty,

et comme
(xm, — Txp) — (xg, — Txn) + Ty € B,

alors il vient que,
1

IT (0 = 2m)llE = 5.
Ce qui montre que la suite (T(:cn — :cm)) n’est pas de Cauchy, donc n’est pas convergente.

Comme (z,,) est bornée et T" est compact alors on a une contradiction.

Finalement on a I — T est surjectif.

Deuxiéme sens <—). Supposons que I — T est surjectif c’est a dire que Im(I — T) = E et
montrons que I — T est injectif.

Ce sens s’obtient, en appliquant le méme raisonnement précédent a 7*, en utilisant les résul-
tats de la proposition 7.10.

4) Montrons que dim ker(/ — 7T") = dimker(I — 7).

Pour cela on pose d; = dim (ker(/ — T)) et dp = dim (ker(I — T%)).

Remarque 7.8.

On commence par remarquer que si dim(E) = dy, alors Im(I —T) = {0}.
Donc,
ker(I —T*) = {0} et le résultat est vrai.

i) Montrons que d; > ds.
Montrons par 'absurde, c’est a dire qu’on suppose d < d*.
Comme dim (ker(I —T)) < +oc, alors ker( —T') admet un supplémentaire topologique dans
E. En effet :
Soit l'application :

i ker(I —T) — (e;),
telle que

Pi (l’) = T4,

ol (e;) est la base de ker(I — T).

En vertu du théoréme de Hahn-Banach forme analytique, il existe un prolongement de ¢; sur
E tout entier.

Donc on peut prendre ﬂ ¢; ({0}) comme supplémentaire topologique de ker(I — T').
i=1
Soit le projecteur continu :
p: E— ker(I =1T).

Comme I'm(I —T) = ker(I —T™*) et de codimension finie ds, alors il admet un supplémen-
taire topologique dans E que I'on note F' tel que

dim(F) = (dy)*.
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Comme d; < dy, alors il existe une application linéaire f : ker(/ —T') — F' qui est injective et
non surjective.
On définit maintenant sur 'espace E I'opérateur

A=T+ fop,

( f op est de rang fini).
Soit z € ker(I — T') alors
O=z—Ar = (x —Tz) — f(px).

Donc x — Tx = 0 et px = 0 car f est injective. Donc x = 0.
D’apreés la propriété 3) de ce théoréme 7.7 appliquée a Aona Im(I — A) = E.
Ce qui contredit le fait qu’ il existe y € F'\ I'm(f) et pour y quelconque, 'équation z — Ax = y
n’admet pas de solution.
Donc
dy > ds. (7.6)

ii) Montrons que d; < ds.
En appliquant le résultat de i) a 7%, on trouve
dim (ker(f - T**)) < dim (ker(I . T*)) < dim (ker(] - T)).
Il est facile de remarquer que ker(/ —7T") C ker(I — T™).
di < ds. (7.7

De (7.6) et (7.7), on conclut que :
di = do.

C’est a dire que
dimker(I —T) = dimker(f —T7).

7.3 Théorie spectrale d’un opérateur compact

La théorie spectrale d’'un opérateur compact est pour I'essentiel de création du mathémati-
cien F. Riesz aux alentours de 1910. Le théoréme de Riesz (qui affirme que si E est un espace
vectoriel normé, alors Bg(0,1) est compacte si et seulement si F est de dimension finie) est
'un des points clés de cette théorie.

Définition 7.12.

Soit £ un espace de Banach et soit T' € L(E).
1) On appelle ensemble résolvant de 'opérateur 7' 'ensemble

p(T) = {X € K: A\ — T est inversible}.

Un élément A de p(T) est appelé valeur résolvante de 7.
2) L’application

ou R\, T) =\ —T)7L, VA € p(T).
S’appelle la résolvante de 'opérateur 7.
3) Le spectre o(7T') de 'opérateur T est le complémentaire de 'ensemble résolvant, c’est
a dire qu’il est 'ensemble
o(T) = K\p(T).
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Un élément A de o(7T) est appelé valeur spectrale de 7.

L’espace ker(AI — T') est I'espace propre associé a \.

4) On dit A\ € K est une valeur propre de 7' si A\I — T n’est pas injectif, autrement dit
I'ensemble des valeurs propres V(1) de 'opérateur T" est donné par

V,(T) = {)\ €K :ker(M — T) # {o}}.

Remarque 7.9.

1. (ker()\I—T) # {0}) = (Elx e E\{0}:xz €ker\N\N[-T) :Tx = )\x) = (Elx €
E\N{0}: Tz = Ax).
Dans ce cas z s’appelle le vecteur propre associé a la valeur propre \.

2. Les définitions ci-dessus restent valables méme si 'espace E n’est pas de Banach.

3. On a toujours V,(T) C o(T) et I'ensemble des valeurs propres s’appellent aussi
spectre ponctuel noté o, (7).
En général l'inclusion est stricte, c’est a dire V(") & o(T") (un tel A appartient au
spectre mais n’est pas une valeur propre) sauf bien entendu si dim(FE) < 4oo car
alors A\ —T est inversible si et seulement si ker(Al —7") = {0}. Donc V,,(T") = o(T).
la situation est plus délicate comme la montre les deux exemples ci-dessous.

Exemple 7.6.

On considére Uespace de Hilbert H = 1% et Uopérateur (shift a droite) T : 1> — 12défini
par:
Tz = (0,21, x9,.....) ol © = (21, X2, .....) e’

On a dim(I?) = +oo. Alors 0 € o(T'), mais 0 ¢ V,(T).
Exemple 7.7.

Soit E=C ([O, 1], K) Uespace des fonctions continues de [0, 1] vers K muni de la norme
de convergence uniforme || f|| = sup | f(x) |.
0<a<1

On définit Uopérateur de Volterra T sur E par:

Tf() = /Omf(t) dt, Va € [0,1].

On a dim(F) = +oc.
D’autre part, on a ker(T) = {0} et Im(T) = {g € C'([0,1],K) : g(0) = 0}.
T est injectif, donc 0 ¢ V,,(T), et T est non surjectif, donc 0 € o(T).

Proposition 7.14

Soit £ un espace de Banach et T' € L(E).
1. Si| A |> ||T]], alors A € p(T). En particulier on a o(T") C D(0, || T||).

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Théorie spectrale d'un opérateur compact 188

2. p(T') est un ouvert non vide de K.
3. o(T) est un compact de K.
4. V,(T) C o(T).

Démonstration.

1. Supposons que |[A| > ||T|. Donc A # 0 et |A~!T|| < 1. Donc d’aprés la proposition 1.7
ona I — A~!T est inversible, cest a dire que A~!(I\ — T)) est inversible. Ce qui montre
que A\ € p(T).

2. Montrons que p(T") est un ouvert de K.
On a d’aprées 1), p(T') # @.
On considere I'application ¢ : K — L(E) définie par :

VAEK: o(\) = —T.

Alors
p(T) = ¢~ (GL(E)),

ou GL(FE) est 'ensemble des application linéaires continues et inversibles.
De plus l'application ¢ est continue. En effet :

VA u €K o(A) — o)l = [[(A = I < A= pl.

Alors d’apres la proposition 1.7 GL(E) est un ouvert de L(FE). Ainsi p(T) = ¢~ (GL(E))
est un ouvert de K.

3. Montrons que o(7') est un compact de K.
On a d’apres 2), o(T") = K\p(T') est fermé, donc en vertu de 1) o(7’) est borné, et donc
compact.

4. Montrons que : V,(T') C o(T).
Comme V,(T) C o(T) et o(T) est fermé, alors on conclut que

V,(T) C o(T).

O
Proposition 7.15
(Identité de la résolvante)
Soit FE un espace de Banach et soient 7" € L(E), et A\, u € p(T). Alors
R\NT)— R(u,T) = (u—ANRANT)R(u, T) (7.8)
De plus, I'application A — R(\,T") est dérivable sur p(T") et sa dérivée est donnée par
WOL) _ _pov 1y, (7.9)
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Démonstration.

Montrons I’égalité (7.8).
Ona R(\,T) = (M —T)"1. Donc,

R(\T) = ROT)(ul — T)R(u, T) = RN T) [AI “ T4 (u - NI|RwWT) = [T+ (u -
NEOT)|R(u, T) = R(p, T) + (= VRO T)R(, T).
Montrons I’égalité (7.9).

D’apreés la proposition 1.7 'application T+ T~! est continue sur GL(E), on en déduit que
I'application A — R(\,T') est continue. De plus, pour tout > 0,on a :

%(R()\ F B T) — ROLT)) = —ROLT)R(A + b, T).

Alors la continuité de I'application A — R(\,T') entraine sa dérivabilité et donc on a I'égalité
(7.9).
O

Définition 7.13. (Rayon spectral)

Soit T' € L(FE). On définit le rayon spectral de 'opérateur 7' noté r(7T') par
r(T) = sup{|\| : A € o(T)},

et on a toujours r(7") < ||T||.
Sio(T') = @, alors par convention, on pose 7(7') = 0.

Remarque 7.10.

1) Onar(T) € [0, ].
La définition est plus précise : D(0,r(T)) est le plus petit disque fermé centré en O
contenant o (7).
2) En particulier, p(T") contient la couronne ouverte K\ D(0, (7)) et I'application
A — R(\, T) est définie et dérivable sur cette couronne.

Proposition 7.16

Soit T' € L(E). Alors la suite (|| 7"|| %) est convergente dans R et on a

neN*
lim |77 = inf |77 < |IT).
n——+00 n>1

Notation : r(T) = lim [Fad(Een
n—-—+0oo

Démonstration.

Pour tout n € N*, on a : X
0<[T™|= < [T
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Donc les limites suivantes Tim ||7"||=, lim ||7"||#,l = inf |T*||* sont des réels positifs.
n—r+00 n—-+oo k>1

Soit € > 0 fixé, il existe ¢ € N* tel que HTqH% <l+e.

Or, pour tout n € N*, la division euclidienne de n par ¢ assume qu'’il existe (b,,7,) € N*)? tel
que n = b,q + ry, avec 0 < r, < q.

Supposons que ||T’|| # 0, alors on obtient :

1 1 bn ™ gbn iy
T = [ Tbea e < |79 T < (14 €)' | T .
On aura :

lim (I + ) %7

n—-+o0o

Comme 0 < r,, < ¢, alors

b
lim % =0, etPr—1_"
n—+oco N n n
D’ou )
lim [|[T"|» <l+e. (7.10)

n—+oo
En vertu de (7.10), on conclut que
lm |77~ <L
n—-+o0o

D’autre part, on a

_ 1 1 1
li T |7 > i "% = lim inf |T%||% >1
G [T 2 lim T nﬁm’ign“ 1= =1

car inf | TF||% > inf |T%||% = 1.
k>n k>1
Enfin, on obtient :

= Tm ||[T"% = lim |[|T°% = lim ||T)%.
n—+00 n—+o0 -+

Lemme 7.3.

Soit E un espace vectoriel normé et F' & E un sous-espace fermé de E. Alors on a

1

Ve>0,3ue E: ||ul| =1letd(u,F) > .
e+1

Sidim(E) < ¢, on peut prendre ¢ = 0.

Démonstration.

On choisit v ¢ F.
Comme F' = F, alors d = d(v, F') > 0. Donc il existe w € F tel que :

v —w| < (1+¢)d.
On pose u = U7 Alors
[v — w]|
[v —w — v —w] [|z]] 1

V EF - = =
: lu ==l o — w]| “e+d"  e+1

carw — |jv —w|z € F.

o 1 . . . .
Si dim(E) < 400, on a ¢ = — fournit une suite (u,) qui admet une sous-suite convergente

n
vers u et ca grace a la compacité de la boule unité fermée de E, avec donc d(u, F) =1. [
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Proposition 7.17

Soit E un espace de Banach, et 7" un opérateur compact de £ dans E c’est a dire que
T € K(E).
Alors,
1) dim (ker([ - T)) < 4oo et Im(I —T) est fermé.
2) I — T est inversible si et seulement s’il est injectif.
En d’autre terme 1 € o(T) & 1 € V(7).

Proposition 7.18

Soit E un espace de Banach et soit 7' € L(FE) un opérateur compact i.e 7' € IC(E).
Alors
1) si dim(E) = +o0, alors 0 € o(T) .
2)(A#0€0(T)) & (A€ Vy(T)) . Le sous-espace propre associé est de dimension finie.
3) o(T) est un compact au plus dénombrable, et s'il est fini, on peut ranger ses éléments
en une suite (\,), | A1 |[<| A\n | avec ngrfoo An = 0.

Démonstration.

1) Supposons que dim(F) = +oc et montrons que 0 € (7).
Utilisons la contraposée, c’est a dire qu’on suppose 0 ¢ o(7") et montrons que dim(F) < +o0.
Si T est inversible et compact, alors on a I = TT~! est compact et on a vu qu’alors
dim(F) < 4o0.
2) Montrons que :(A # 0 € o(T)) < (A € V,(T)).

SiA#0,ona A —T = \(I — —). Alors en vertu de la proposition 7.17 on conclut que

>~

Aeo(T)&1e Vp(g) S e Vp(T).
D’aprés 1) de cette proposition 7.18, on conclut que la dimension de 'espace propre est finie.
3) Soit ¢ > 0. On montre qu’il n'existe qu'un nombre fini d’éléments de o(7") de module
supérieur a ¢.
Montrons par I'absurde.
Supposons qu’il existe une suite (\,) C o(7) telle que ses éléments sont distincts et | A, |> ¢.
En vertu de 2) de cette proposition 7.18, se sont des valeurs propres, et soit e, un vecteur
propre unitaire associé a \,,.
Les vecteurs e, forment alors une famille libre, et soit F,, 'espace de dimension n engendré
par les n premiers vecteurs de cette famille.
D’aprés le lemme 7.3, il existe pour chaque n un vecteur unitaire w,, tel que

Up € Epy1,d(un, Ey) = 1.

u
On pose v, = —.
An
. . 1 .
la suite (v,,) est bornée par —, et on va montrer que la suite (7'(v,)), n’admet pas une sous-
g

suite convergente, ce qui contredit la compacité de 7.
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Pour cela, on montre que les points de la suite (7'(vy,)),, sont isolés.
Pour n > m, on peut écrire

n
Ty — TV = Up — Vpm AVEC Uy € B,

de sorte que || Tv, — Tvy| > 1.

M1l =T
11 suffit donc de poser vy, = Ty, — ";17 -
n+1
On a par construction, Ty, € Ent1 C Ey, et (Apy1l —T)(Ept1) C Ep.
On a donc vy, 1, € E,. O

Théoréme 7.8

(spectre d’un opérateur compact)

Soit F un espace de Banach de dimension infinie et 7" un opérateur compact de E sur
lui méme. Alors
1 0ea(T).
2) o(T)\{0} = Vu(T)\{0}.
3) On a l'une des situations suivantes : soit o(7") = {0}, soit o(7")\{0} est fini, soit
o(T)\{0} est une suite qui tend vers 0.

Démonstration.

La démonstration repose sur le théoréme de Fredholm 7.7.
1) Montrons que 0 € o(T).
Montrons par 'absurde.
Supposons que 0 ¢ o(T).
Alors T est bijectif. Et comme T est compact, on en déduit alors que I = TT~! est compact.
En particulier la boule unité fermée By est compacte, ce qui implique d’apres le théoreme de
Riesz que dim(FE) < +oo. Ce qui contredit le fait que dim(E) = 4o0.
2) Montrons que o(7)\{0} = V,(T")\{0}.
On a o(T)\{0} D V,(T)\{0} est toujours vraie. Donc il suffit de montrer 'autre inclusion
o(T)\{0} C V,(T)\{0}.
Soit A € o(T")\{0}. Montrons par I'absurde, c’est a dire qu’on suppose X ¢ V,,(T)\{0}.
Alors,

ker(A —T) = {0}.

Donc d’apres le théoreme 7.7 point 3) on a Im(A —T') = E, et donc A € p(T'). Contradiction
car A € o(T)\{0}.
3) Commencons par montrer que tous les points de o(7")\{0} sont isolés.
Soit donc une suite (\,),cn de valeurs propres de 7' distinctes et non nulles, convergeant
vers une limite A et montrons que A = 0.
On a par définition et d’apres 2) de ce théoreme 7.8 il existe une suite de vecteurs non nuls
(en)nen de E tels que

(And — T)ey, = 0.

Soit By, = Vect(eg), 1 <k <n.

On montre par récurrence que les vecteurs (e, ),cn sont indépendants. En effet,
k

si ce résultat est vrai a 'ordre k, alors on suppose que €1 = Z aqe; et on a alors
=1

2
0= (M1l = Depsr = > ar(Me1 — Me,
=1
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et donc \; = 0 pour tout 1 <[ < k.
la suite (E,,) est donc strictement croissante, eton a (\,I — T)E,, C E,,_1.

En vertu du lemme 7.3 il existe une suite (z,)nen telle que z, € E, et ||z, = 1 et
1
d(l‘naEnfl) 2 5

Soit alors 2 < m < n, on a donc
E, 1CFE,CFE, 1 CE,.
On écrit alors

IN ATz, = A T2 || = (|A Onzn —T20) = A A — T + 2 — 2 || > d(p, Eny) >

m

N

Et comme la suite (7'z,,) admet une sous-suite convergente, alors \,, — A # 0.

1
Les éléments de o(7') \ {0} sont donc tous isolés et donc 'ensemble o(T)N{A € C:| X |> =}
n

est soit vide soit fini ( comme o(7") est compact, sil avait une infinité de points distincts il
aurait un point d’accumulation).

Enfin si o(7") \ {0} contient une infinité de points distincts, il forment une suite qui tend vers
0. D’ou le résultat. O

Théoréme 7.9

(de Riesz-Schauder :)

Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et soit 7" un opérateur compact dans
H. Alors
1) o(T') est fini ou dénombrable, 0 lui appartient et est son seul point d’accumulation
possible.
2) Si A € o(T) distinct de 0, A est une valeur propre de multiplicité finie, Im(\ — T')
est fermée de codimension finie ou égale a multiplicité de .

Remarque 7.11.

Le point 0 peut étre ou ne peut étre une valeur propre, et peut étre une valeur propre
de multiplicité finie ou infinie.

Démonstration.

Montrons d’abord qu’une suite de valeurs propres distinctes A1, Ao, ..... ne peut pas conver-
ger vers un nombre non nul ).
Supposons que ce soit le cas. On choisit pour tout n € N* un vecteur normé z,, € ker(T—\, 1),
et on note E,, le sous-espace vectoriel engendré par x1, xo, ...., x,, pour n > 2.
On choisit y,, normé dans E,, N E;- ;.

Comme la suite (A, 'y,) est bornée, alors il existe une sous suite (y,, ) telle que (ﬁTynQ

admet une limite.
D’autre part, pour m < n,ona :

1 1 1 1
~—Typ — —TYm = Yn + 7(T - )\nI)yn — — Ty, avec Ty, € By, (T - )\nI)yn € b, 1.
Donc,

1 1
Yn L 7(T - )\nI)yn — —Tym,
An Am
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et
1 1
—Ty, — —T > =1.
H)\n Yn A ymll = llynll
1
Ce qui contredit le fait que (TT‘U"’C) admet une limite.
ng

On en déduit de 1a que o(7') est fini ou dénombrable. En effet :
o(T) est la réunion de ses intersections avec les complémentaires des disques ouverts de

centre 0 et de rayon —.
n

Or une telle intersection est compacte et discrete, donc finie.

7.4 Diagonalisation d’un opérateur compact auto-adjoint sur un
espace de Hilbert

On se place dans le cas ot F = H est un espace de Hilbert sur R. Alors grace au théo-
réme de représentation de Riesz on peut identifier H' et H et donc T™* est un élément de
L(H).

Définition 7.14.

Soit H un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire (.,.).
On dit qu'un opérateur 7' € L(H) est auto-adjoint si 7' = T, c’est a dire si

(Tz,y) = (z,Ty), Yo,y € H.

Proposition 7.19

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire (.,.) et ' € L(H) un opérateur
auto-adjoint.

On pose
m = inf (Tz,x)et M = sup (T'z,x).
ll=|=1 lz||=1
Alors
{m,M} C o(T) C [m, M].
Démonstration.

Nous allons étudier que M et les propriétés correspondantes sur m s’obtiennent en rem-
placant 7" par —T..
Montrons que [m, M| C o(T)".
Soit A > M et montrons que \ € o(T)¢ = p(T).
On sait que (T'z,z) < M||z||?, Yo € H. Et donc

Vo € H,(\x — Tx,z) > (A — M)||z|?

En vertu du théoreme de Lax-Milgram on conclut que A\I — T est bijectif. En effet,
la forme bilinéaire
a(:r,y) = ()\.’L' - T.I’,y),
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est continue et coercive, donc,
Vze H: (Ax—Tz,y) = (z,9).

On montre maintenant que M € o(T).
Supposons que M ¢ o(T).
la forme bilinéaire définie par :
a(xz,y) = (Mzx —Tx,y),
est symétrique et 'on a :
a(zx,z) >0, Vo € H.

On peut donc appliquer I'inégalité de Cauchy Schwarz, il vient que :
| a(z,y) < alz, 2)aly, y), Yo,y € H.

Donc en l'appliquant a y = Mx — Tx et en utilisant la continuité de la forme a, on obtient
qu’il existe une constante C' > 0 telle que :

|Mz — Tz|* < C(Mx — Tx,z), Yo € H.

Soit maintenant (z,,) une suite telle que ||z,|| = 1 et Tz, z,) — M.
Alors,
|Mxz — Tz|| — 0.

Si M € o(T) alors,
zp = (MI—-T)"Y( Mz, — Tz,) — 0.
Donc contradiction.
D'ou M € o(T). O

Corollaire 7.3.
Soit H un espace de Hilbert réel et T' € L(H) un opérateur auto-adjoint.
Sio(T) = {0}, alors T' = 0.

Démonstration.
D’apreés la proposition 7.19, on sait que

(Tz,z) =0, Vz € H.

On écrit :
Q(Tl',y) = (T(:B + y)vx + y) - (T.l',l’) - (Tyay)’

On obtient le résultat cherché. O

Proposition 7.20

Soit H un espace de Hilbert complexe et soit 7' € L(H) un opérateur compact et
auto-adjoint. Alors o(T) C R.

Démonstration.

Soit A\ # 0 un élément de o (7). Alors A est une valeur propre de T et ainsi il existe z € H
tel que x # O et Tz = Ax.
Donc A(z,z) = (Tx,2) = (v, T*z) = (x,Tx) = (v, \x) = \(x,z). Comme x # 0, alors il vient
que A = ), Cest 4 dire que )\ € R. O
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On a le théoreme suivant qui nous permet de diagonaliser les opérateurs auto-adjoints com-
pacts.

Théoréme 7.10

Soit H un espace de Hilbert réel séparable et soit T' € C(H) un opérateur auto-adjoint
compact non nul. Alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de
T.

Démonstration.

On désigne par (), ),>1 la suite des valeurs propres distinctes de 7 telles que
An # 0, Vn € N*.

On désigne par A\g = 0.
On pose :
E, =ker(T — \,1),Vn € N* et Ey = ker(T).

On sait que dim(FE,) < 4+oo sin > 1 et que Ey = () (éventuellement), mais peut étre
dim(Eo) = +40Q.

- Montrons que (E,),>o est une base hilbertienne de H.

On commence par montrer que les F,, sont orthogonaux deux-a-deux.

Soit n # m et (x,y) € E, x Ep,. Alors

Tx = zxetTy=\y,
Par conséquent, on obtient :
(Tz,y) = An(2,y) = (2, Ty) = Am(2,y).
Ce qui est équivalent a dire que
A = An)(z,y) =0, Vn#m

Donc (z,y) = 0.
Maintenant on désigne par X I'espace vectoriel engendré par la famille (E,,),en.
Montrons que X = H.
Pour cela on utilise le résultat : X = H <= X+ = {0}.
Comme Y(z,y) € X+ x X : (Tz,y) = (z,Ty) = 0, on a alors T(X) C X et donc T(X*) C
X+
Soit Ty = T' | x1, (la restriction de T' sur X1).
On a Ty =T}, Tp est compact et o(Ty) = {0}, puisque o(T) \ {0} est constitué de valeurs
propres de T qui sont aussi des valeurs propres de 7' (un vecteur propre associé serait alors
a la fois dans X et dans X ).
En vertu du corollaire 7.3, on a donc Ty = 0.
On en déduit que
Xt Cker(T) Cc X et X+ = {0}.

Donc X est dense dans H.

On construit une base hilbertienne en choisissant une base hilbertienne dans chaque E,,( de
dimension finie pour n > 1 et grace a la séparabilité de H pour Ey).

La preuve est achevée. O
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7.5 Exercices

Exercice 7.1.

D) On considére Uopérateur T': C([0, 1]) — C([0, 1]). En utilisant le théoréme d’Ascoli,
montrer dans quel cas Uopérateur T est-il compact ?

DT = | f(s)ds.
2 Tf(t) =t g)

D Tf(t)= [ ef(s)ds
9 T1(1) = 10 )+ /(1 X
5) Tf(t) = f(t?).

I) On considére Uespace E = C([0,1],R) muni de la norme de convergence uniforme

[flloc = sup |f(x)].
0<x<1
On définit Uopérateur T : E — R par :

Tf(z) = /Oxtf(t) dt

- Montrer par deux méthodes que T est compact.
II) On considére Uespace E = L*(R) muni de la norme

I91= ([ 15w as)’”

On définit Uopérateur T : E — R par :
T t

t2+1

- Montrer que T est compact.

Exercice 7.2.

Soit Uespace E = C([a,b],R) muni de la norme de convergence uniforme ||f| o=
sup |f(x)|, et soit K € C([a,b]?, R).

a<z<b
- Montrer que Uopérateur intégral Tx : E — FE défini par :

VieE :Tk(f /ny y)dy, Vx € la,b]
est compact.

Exercice 7.3.

b 1
Soit Uespace E = L?([a,b]) muni de la norme || f|| = (/ ]f(t)\zdt) %
Soit K € C([a,b)?, R), et soit Uopérateur Tk : E — E défini par :

VfeE:Tkg(f /Ka:y y)dy, Yz € [a,b)].
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Montrer que T est un opérateur compact.

Exercice 7.4.

Soient E un espace vectoriel normé et F' un espace de Banach.
On considére la suite d’opérateurs de rang fini (T,,)nen de E dans F.
Supposons que la suite (T,,),cn converge uniformément vers T.
- Montrer que T est un opérateur compact.

Exercice 7.5.
Soit Uopérateur T : 1? — 12 défini par :
z \
Tz = (Tz), = 2—2, 0l & = (L1, L2, T3, e, Ty, ..nn) € 12

- Montrer que T est compact.

Exercice 7.6.
Soit Uopérateur A : 1P — [P ou 1 < p < 4oo défini par :
Az = (Tx), = x—n, avec & = (T1,X2, L3, ..., T, .....) € IP.
n

- Montrer que A est compact.

Exercice 7.7.

Soit (An)nen une suite réelle telle que \,, — 0 lorsque n — +oc.
On définit l'opérateur T : 1?> — I par :

Tx = (Tx)y = ATn.

- Montrer que T' est compact.

Exercice 7.8.

+oo
On considére Uespace de Hilbert 1> = {x = (Tp)nen+ : zp € Cet Z lzn]? < —l—oo}

n=1

400 +oo 1

muni du produit scalaire (x,y) = Z Zny,, et de la norme induite ||z|| = (Z |xn|2> ’
n=1 n=1

Soit (e,,) une suite orthonormée dans .

1) Montrer que la suite (e, ) converge faiblement vers 0.

2) Montrer que si un opérateur T : 1> — 1% est compact, alors

lim || T(en)|| = 0.

n—-+4o0o
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Exercice 7.9.
Soit Uopérateur T}, : 1> — 12, défini par :
. 2
Thx = (1,22, 23, ..., T, 0,0,0, ....... ) ol x = (T1, T2, T3, .., Ty -....) € 17

1) Montrer que T,, € L(1?).
2) Montrer que T, est compact.
3) On considére maintenant Uopérateur T : 1> — 12 défini par :

€T \
Tz = (Tx), = = ol x = (1, T2, T3, ..., Tp, .....) € 12

n

- Montrer que T € L(1?).
- Calculer lim |T,, — T'|| puis en déduire que T est compact.
n——+o0o

Exercice 7.10.

Soit Uespace de Hilbert

400
H = ZQ(N, R) = {l‘ = (l’n)neN* Ty € Ret Z |l'n|2 < +OO},
n=1
+o0 +oo 1
muni du produit scalaire usuel (z,y) = Z ZTnYn et la norme induite ||z|| = (Z \$n|2) %
n=1 n=1

Soit Uopérateur T,, : H — H, n € N* défini par :

2 I3 In

Thx = <x1, PRI F,O,O,O, > ot x = (r1,x9,x3,...) € Heta> 1.
1. Montrer que T,, € L(#) et que T,, est de rang fini pour tout n € N*,

2. Soit lopérateur T : H — H défini par :

To T3 T
Tx = (:1:1, — ° )

o 5 a2, ceey an—l g ees |-

- Calculer lim ||T,, — T et en déduire que T est compact.
n——+0o0o

Exercice 7.11.
Soit l'espace E = C([a,b], R) muni de la norme de convergence uniforme,
[flloo="sup |f(z)|.
a<z<b

On consideére Uopérateur de Volterra A défini sur Uespace E par :

Afa) = [ ro

1) Montrer que A € L(E).
2) En utilisant le théoréme d’Ascoli, montrer que A est compact.
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3) Montrer que Uensemble des valeurs propres de A, V,(A) = (.
4) Montrer que r(A) = 0, (ou r(A) est le rayon spectral de A).

Remarque 7.12.
Sir(A) = 0 on dit que A est quasi nilpotent.

1. Montrer que : <T est compact) = ( lim M\, = O).

n—-+400o

2. On suppose que p = 2.
- Montrer que :

+oo
(T est un opérateur de Hilbert—Schmidt) = (Z |)\n]2 < —i—oo).
n=0

3. Soit Uopérateur A, tel que
Ar = (0, )\0([)0, /\11131, )\21‘2, ceey )\nIL‘n, )

( A s‘appelle le "shift" a droite de T dans [P, (p € [1, +0])).
- L'opérateur A est-il compact ?
4. On suppose que lirf An = 0.

n—-+0o0o

- Déterminer V,(AT) et o(AT).

Exercice 7.13.

Soit E, F deux espaces de Banach et E est réflexif.
On considére un opérateur A € L(E, F') tel que pour toute suite (zy,)nen C E faiblement
convergente on a (Axy)nen C F est une suite convergente.
- Montrer que A est compact.

Exercice 7.14.

Soit H un espace de Hilbert et {e,},ecn une base orthonormée dans H et soit E un

espace de Banach.
“+o0o

On considére un opérateur A € (H, E), tel que la série Z | Aey,||? soit convergente.

n=1

- Montrer que A € K(H, E).

Exercice 7.15.

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et soit (Ay)n,en une suite d'opérateurs

Exercice 7.12.

Soit (Ay,) une suite de C et soit T Uopérateur de [P, (p € [1,+00]) défini par :
VeelPVn e N:Tx = (Tx)y, = (Axn).

| telle que A, € K(E,F), VneN.

Université de Médéa 2021-2022 Rafa Said



Exercices 201

Supposons que lim A, = A.
n—-+oo

- L'opérateur A est- il compact ?

Exercice 7.16.

Soit H un espace de Hilbert et soit {e, },cn une base orthonormée dans H.
On considére une suite réelle (A, )nen telle que lim A, = 0.
n—-+o0o

“+o0o

Pour x € H, on pose Ax = Z An(z, e)en.

n=1

- Montrer que A est défini sur H tout entier.

- Montrer que A(H) C H. - Montrer que A est compact.

Exercice 7.17.
Soit Uopérateur T : L?(]0,1[) — L?(]0, 1[) défini par :
vf e L*(]0, 1)), Va €)0,1[: (T/f)(z) = z f(x).

- Montrer que T n’est pas compact.
Indication : (on peut utiliser la suite de fonctions f,(x) = V2sinnrr).

Soit H un espace de Hilbert tel que dim(H ) = +o0.
Montrer que la boule unité fermée B (0,1) de H n'est pas compacte.

Exercice 7.19.

Soit lUespace,

+o00
I(C) = {m = (zp),zy € Cet Z | z, |*< +oo}.

n=1
On considére Uopérateur A : 12(C) — 12(C) défini par :
Tx = (Tx)n = (AZn)n,

olt (A\n)nen est une suite de C qui vérifie lim A, # 0.
n—-+oo

- Montrer que Uopérateur T n’est pas compact.
- En déduire que Uopérateur d’identité I : 1>(C) — [?(C) n’est pas compact).

Exercice 7.20.

Soit H un espace de Hilbert et soient A, T deux opérateurs compacts de L(H).
On suppose o € C.
- Montrer que Uopérateur A + oT est compact.

‘ Exercice 7.18.
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Exercice 7.21.

Soit H un espace de Hilbert et (e;,)ncn+ une base orthonormale dans H.
Soit Uopérateur T défini par :

+oo +oo 1
T( Z xnen) = Z Exnen,l.
n=1 n=2
- Montrer que T' est compact.

Exercice 7.22.
Soit [a,b] CRet E = F = C([a,b]) = {f : [a,b] = R continue} muni de la norme

I £ ll= sup [f(x)].

z€[a,b]

Soit Uopérateur T : E — E défini par :

b
Vf € BVa € [a,b] : T(f)(z) = / K(z,y)f(y)dy ot K € C([a,b] x [a,b]).

1. Montrer que Uopérateur T' € L(E).

2. Montrer que Uopérateur T' € K(E).

3. Existe-il un opérateur S € L(FE) tel que SoT = Id?.
- En déduire que si T est inversible ou non.

Exercice 7.23.

On considére Uespace de Hilbert H = L*([0,%]) et soit T Uopérateur de H dans H
défini par :

Vfe HNVte [0, g} (Th)) —cost/2 f(z)sinz dx.
0

1) Montrer que T' € L(H) et que ||T'|| <

2) Déterminer Uadjoint T* de T.

3) Montrer que T et T™* sont compacts.

4) Onpose A =T + T*.

- Montrer que Uopérateur A est auto-adjoint et compact.

T
5

Exercice 7.24.

—+o00
Soit H=1? = {:v = (Tn)nen+; Tn € R; Z lzn|? < +oo}.
n=1
Soit (\,,) une suite réelle bornée et on définit lopérateur A : H — H par :

Az = (A(x))n = (Ax)n = Apxy.

1. Montrer que A € L(H) .
2.0n consideére Uopérateur Ay : H — H défini par :

AN(.%') = (Alxl,)\gaﬁg,....,/\N.%'N,O,O, ..... )
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a) Montrer que Ax € L(H) et que Ay est compact.
b) Montrer que si \,, — 0, alors A est un opérateur compact.

Exercice 7.25.

Soient E et F' deux espaces de Banach et T € L(E, F).
- Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
a) Pour toute suite bornée (x,,) C E, il existe une sous-suite convergente de (T'z,,) .
b) Pour tout ensemble borné M C E, Uensemble T'(M ) est relativement compact.

Remarque 7.13.
Dans ce cas on dit que 'opérateur T est compact. (Propriété caractéristique
des opérateurs compacts.)

Exercice 7.26.

Soit E un espace de Banach et soient T, A € L(E)
1) Montrer que si les opérateurs T, A sont compacts, alors Uopérateur T + A est compact.
2) Montrer que si T est compact, alors les opérateurs T' A et AT sont compacts.

Exercice 7.27.

Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint
compact.
1) Soit E' C H un sous-espace stable par T.
- Montrer que E* est aussi stable par T.
2) Soit F' C H tel que F est stable par T et F' # {0}.
- Montrer que F' contient un vecteur propre de T.
3) Soit M le sous-espace vectoriel de H engendré par les vecteur propres de T.
- Déduire de 1) et 2) que M = H.
4) Montrer que les sous-espaces propres de T" sont orthogonaux deux a deux.
5) Montrer que T est diagonalisable par rapport a une base orthonormée.
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